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KETENTUAN PIDANA 

 

  

(1) Setiap orang yang dengan tanpa hak melakukan pelanggaran hak ekonomi sebagaimana 
dimaksud dalam Pasal 9 ayat (1) huruf i untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana dengan 
pidana penjara paling lama 1 (satu) tahun dan/atau pidana denda paling banyak Rp. 
100.000.000,00 (seratus juta rupiah). 

(2) Setiap orang yang dengan tanpa hak dan/atau tanpa izin Pencipta atau pemegang Hak Cipta 
melakukan pelanggaran hak ekonomi Pencipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 9 ayat 
(1) huruf c, huruf d, huruf f, dan/atau huruf g untuk Penggunaan Secara Komerial dipidana 
dengan pidana penjara paling lama 3 (tiga) tahun dan/atau pidana denda paling banyak Rp. 

500.000.000,00 (lima ratus juta rupiah).   

(3) Setiap orang yang dengan tanpa hak dan/atau tanpa izin Pencipta atau pemegang Hak Cipta 
melakukan pelanggaran hak ekonomi Pencipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 9 ayat 
(1) huruf a, huruf b, huruf e, dan/atau huruf g untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana 
dengan pidana penjara paling lama 4 (empat) tahun dan/atau pidana denda paling banyak Rp 
1.000.000.000,00 (satu miliar rupiah).  

(4) Setiap orang yang memenuhi unsur sebagaimana dimaksud pada ayat (3) yang dilakukan 
dalam bentuk pembajakan, dipidana dengan pidana penjara paling lama 10 (sepuluh) tahun 
dan/atau pidana denda paling banyak Rp. 4.000.000.000,00 (empat miliar rupiah)  
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Puji syukur penulis panjatkan ke hadirat Allah SWT yang 

Maha Pengasih, Maha Penyayang, serta Maha Mengetahui yang 

telah memberikan sedikit dari ilmu-Nya yang maha luas sehingga 

upaya penulis untuk menyelesaikan buku ini dapat terlaksana.  

 Selama ini sudah berbagai perangkat pembelajaran yang 

dibuat untuk menjadikan peserta didik dapat menyelesaikan 

masalah dengan baik, termasuk menyelesaikan masalah 

matematika. namun belum memberikan hasil yang optimal. Dalam 

rangka pengembangan kemampuan peserta didik dalam 

memecahkan masalah di sekolah, maka penulis menawarkan 

perangkat pembelajaran yang memungkinkan cocok digunakan 

dalam pembelajaran tersebut. Perangkat pembelajaran yang 

dimaksudkan adalah perangkat pembelajaran yang dapat melatih 

peserta didik menjadi pemecah masalah dengan baik. Perangkat 

tersebut dikemas dalam buku berjudul “Pemecahan Masalah 

Matematika”.  

 Penulis mengharapkan saran dan kritik yang membangun 

dari pembaca demi sempurnanya buku ini. Harapan penulis, 

semoga buku ini bermanfaat bagi penulis sebagai investasi amal di 

dunia dan akhirat, serta bermanfaat untuk guru Indonesia sebagai 
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sarana menciptakan pembelajaran yang dapat meningkatkan 

kemampuan pemecahan masalah matematika peserta didik. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

 

 

 
 

 

Tujuan pendidikan nasional yaitu “untuk mewujudkan 

suasana belajar dan proses pembelajaran agar peserta didik secara 

aktif mengembangkan potensi dirinya untuk memiliki kualitas 

spiritual keagamaan, pengendalian diri, kepribadian, kecerdasan, 

akhlak mulia, serta keterampilan yang diperlukan dirinya, 

masyarakat, bangsa dan negara”(Depdiknas, 2003). Untuk 

mencapai tujuan tersebut diperlukan kondisi pembelajaran yang 

ideal dalam kelas. Kondisi pembelajaran yang ideal diantaranya 

sebagai berikit: (1) perhatian peserta didik yang aktif dan terfokus 

kepada pembelajaran, (2) berupaya menyelesaikan tugas dengan 

benar, (3) peserta didik mampu menjelaskan hasil belajarnya, (4) 

setelah selesai mengerjakan tugas, peserta didik terbiasa 

melakukan cek terhadap hasil kerja, (5) peserta didik didorong 

untuk terbiasa mencari alasan mengapa hasil kerja menjadi salah 

(Suyono, 2011).   

 

Matematika merupakan salah satu mata pelajaran yang 

mempunyai andil cukup besar dalam mempersiapkan peserta didik 

di abad ke-21 (Abidin, 2015). Matematika merupakan ilmu universal 

yang mendasari perkembangan teknologi modern, mempunyai 
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peran penting berbagai disiplin ilmu dan memajukan daya pikir 

manusia. Oleh karena itu, untuk menguasai dan memanfaatkan 

teknologi di masa depan diperlukan penguasaan matematika yang 

kuat sejak dini. Menyadari pentingnya penguasaan matematika, 

sehingga mata pelajaran matematika merupakan salah satu mata 

pelajaran wajib bagi peserta didik pada jenjang pendidikan dasar 

dan menengah (Depdiknas, 2003). 

 

   Salah satu komponen penting dalam pembelajaran 

matematika yang harus dikuasai dan senantiasa ditingkatkan 

adalah kemampuan pemecahan masalah. Seperti dikemukakan 

dalam Permendiknas No. 22 tahun 2006 tentang standar isi, bahwa 

salah satu tujuan pembelajaran matematika adalah agar peserta 

didik memiliki kemampuan memecahkan masalah yang meliputi 

kemampuan memahami masalah, merancang model matematika, 

menyelesaikan model dan menafsirkan solusi yang diperoleh.  

 

 Namun pada kenyataannya, kondisi pembelajaran yang 

berjalan saat ini tidak demikian. Selama ini hasil pendidikan hanya 

tampak dari kemampuan menghafal fakta, konsep, teori atau 

hukum. Walaupun banyak anak yang mampu menyajikan tingkat 

hafalan yang baik terhadap materi yang diterimanya, tetapi pada 

kenyataannya mereka seringkali tidak memahami secara 

mendalam substansi materinya (Depdiknas, 2007). Salah satu 

tujuan pendidikan matematika yang menjadi permasalahan yang 

dihadapi oleh peserta didik Indonesia adalah kemampuan 

pemecahan masalah yang masih tergolong rendah.  

 

Data hasil tes Trends in International Mathematics and 

Sciences Study (TIMSS) 2011 dan Program for International Student 

Assessment (PISA) 2015, menunjukkan bahwa kemampuan 
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matematika peserta didik Indonesia masih cukup memprihatinkan. 

Pada hasil studi TIMSS 2011 untuk peserta didik kelas VIII, Indonesia 

menempati peringkat 38 dari 45 negara dalam bidang matematika 

(Widystono, 2014). Sementara, hasil tes PISA tahun 2015 dalam 

bidang matematika, peserta didik Indonesia berada pada peringkat 

54 dari 72 negara (OECD, 2016). Berdasarkan hasil studi ini, dapat 

disimpulkan bahwa apa yang diajarkan dan cara mengajar peserta 

didik di Indonesia berbeda dengan apa yang diujikan atau 

distandarkan di tingkat internasional.   

 

   Fenomena tersebut di atas dipicu oleh kurang tersedianya 

pembelajaran yang mengakomodasi upaya menumbuh-

kembangkan kemampuan pemecahan masalah bagi peserta didik. 

Dalam pembelajaran dewasa ini, guru menuntut peserta didiknya 

untuk dapat memahami materi ajar dan memecahkan masalah 

dengan baik, namun jarang mengajarkan kepada peserta didik 

bagaimana strategi-strategi memahami materi dan memecahkan 

masalah dengan baik. Padahal kemampuan pemecahan masalah 

sebagai salah satu hasil pembelajaran matematika yang harus 

dimiliki peserta didik, sehingga diharapkan peserta didik menjadi 

individu yang mampu menyelesaikan masalah yang dihadapinya 

sendiri (Depdiknas, 2006). Kemampuan pemecahan masalah 

sebagai salah satu komponen proses yang melibatkan peserta 

didik dalam memahamkan matematika (NCTM, 2000). 

Keterampilan dan pengetahuan pemecahan masalah nantinya 

akan digunakan dan diaplikasikan di dalam kehidupan nyata dalam 

menghadapi masalah apapun (Shadiq, 2004). Bell (1978) dan 

Lester (Branca, 1980) menegaskan bahwa kemampuan 

pemecahan masalah matematika sangat dibutuhkan oleh 

masyarakat, dan jantungnya matematika adalah pemecahan 
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masalah. Oleh karena itu, kemampuan pemecahan masalah 

merupakan hal yang sangat penting.  

 

    Namun demikian pembelajaran pemecahan masalah 

matematika di sekolah-sekolah masih banyak mengalami 

hambatan. Hasil tes tengah semester (MID semester) 

menunjukkan, lebih 54 dari 103 (52,43%) peserta didik SMA di 

Parepare kemampuan dalam memecahkan masalah matematika 

tergolong rendah.  

 

Menghadapi fenomena tersebut, dibutuhkan berbagai 

keterampilan. Salah satu aspek dimensi pengetahuan dan 

keterampilan yang menarik untuk dikaji lebih mendalam dalam 

pembelajaran adalah aspek metakognisi. Seseorang yang akan 

memecahkan masalah membutuhkan pemantauan efektivitas 

strategi penyelesaian dan membutuhkan kesadaran lain yang 

dapat memungkinkan penggunaan modifikasi pada strategi yang 

dipilih sehingga masalah dapat diselesaikan. Metakognisi dalam 

pemecahan masalah mengacu pada pengetahuan dan proses yang 

digunakan untuk membantu proses berpikir sukses dalam 

memecahkan masalah (Reynold dalam Kholil, 2014). 

 

Metakognisi sering disebut sebagai “thinking about 

thinking” (Livingstone, 1997). Komponen metakognisi meliputi 

keterampilan metakognitif dan pengetahuan metakognitif 

(Hacker, 2009). Menurut Desoete (2001), Lucangeli & Cornoldi 

(1997) metakognisi memiliki tiga komponen pada  pembelajaran, 

yaitu: (a) pengetahuan metakognitif, (b) keterampilan 

metakognitif, dan (c) kepercayaan metakognitif. Pengetahuan 

metakognitif mengacu kepada pengetahuan deklaratif, 

pengetahuan prosedural, dan pengetahuan kondisional seseorang 
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pada penyelesaian masalah. Sedangkan keterampilan 

metakognitif mengacu kepada keterampilan perencanaan 

(planning skills), keterampilan monitroring (monitoring skills), 

keterampilan evaluasi (evaluation skills) dan keterampilan prediksi 

(prediction skills).  

 

   Untuk mengembangakan aspek keterampilan 

metakognitif, diperlukan strategi metakognitif untuk 

mengajarkannya. Strategi metakognitif dapat digambarkan 

sebagai rutinitas yang mewakili tindakan pengolahan mental 

secara spesifik yang merupakan bagian dari proses kompleks dan 

dilakukan dalam rangka untuk mencapai tujuan seperti 

pemahaman terhadap apa yang telah dibaca (Hacker, 2009).  

  

Seyogiyanya di dalam setiap pembelajaran guru 

memberikan pelatihan mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif. Karena dengan mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif dalam pembelajaran, dapat membantu peserta didik 

dalam menyelesaikan masalah yang dihadapi. Menurut Livingston 

(1997), Coutinho (2007),  peserta didik yang memiliki keterampilan 

metakognitif yang baik akan menunjukkan prestasi belajar yang 

baik pula dibandingkan dengan peserta didik yang memiliki 

keterampilan metakognitif rendah.  

 

    Sementara proses pembelajaran matematika di SMA 

Parepare, aspek  keterampilan metakognitif belum banyak 

disentuh oleh para guru. Sehingga peserta didik belum terbiasa 

menggunakan keterampilan metakognitifnya dalam belajar. Hasil 

penelitian Mas’ud (2015),  menunjukkan bahwa kemampuan 

pemecahan masalah matematika peserta didik yang melibatkan 

keterampulan metakognitif lebih baik dibandingkan tanpa 
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melibatkan keterampilan metakognitif. Fakta lain menunjukkan, 

hasil tes tengah semester (MID semester) peserta didik kelas XI IPA 

pada 5 (lima) SMA Negeri di Parepare,  63 dari 103 (61,17%) peserta 

didik kemampuan menerapkan keterampilan metakognitif dalam 

menyelesaikan masalah masih rendah.  

 

Berdasarkan uraian sebelumnya, terindikasi bahwa salah 

satu penyebab rendahnya kemampuan pemecahan masalah 

peserta didik SMA di Parepare adalah karena kurang optimalnya 

penyajian keterampilan metakognitif dalam pembelajaran. Dengan 

mengoptimalkan keterampilan metakognitif dalam pembelajaran, 

akan membantu mengembangkan kemampuan berpikir peserta 

didik yang selanjutnya juga berpengaruh terhadap hasil belajar 

peserta didik. Keterampilan metakognitif berarti kemampuan 

untuk memikirkan tentang bagaimana cara belajar. Livingston 

(1997) menyatakan bahwa metakognitif memegang salah satu 

peranan penting agar pembelajaran berhasil. Menurut Imel (2002), 

keterampilan metakognitif sangat diperlukan untuk kesuksesan 

belajar. Lebih lanjut, dinyatakan bahwa peserta didik yang 

menggunakan keterampilan metakognitifnya memiliki prestasi 

yang lebih baik dibandingkan peserta didik yang tidak 

menggunakan keterampilan metakognitifnya.    

 

Selanjutnya, berdasarkan hasil survey dan wawancara 

terhadap 6 guru matematika di SMA Parepare, ditemukan dan 

diperoleh keterangan bahwa di dalam proses  pembelajaran pada 

umumnya belum menggunakan model pembelajaran, bahan ajar 

(buku peserta didik) yang mendisain pelatihan keterampilan 

metakognitif peserta didik. Juga belum memiliki instrumen/alat 

ukur yang  dapat  mengukur  tingkat keterampilan metakognitif 

peserta didik. Dengan demikian dapat dikatakan bahwa penyebab 
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lain rendahnya kemampuan pemecahan masalah matematika 

peserta didik SMA di Parepare adalah karena belum tersedianya 

model pembelajaran yang melatih keterampilan metakognitif 

untuk belajar. Oleh karena itu, salah satu upaya yang dapat 

dilakukan untuk meningkatkan kemampuan pemecahan masalah 

peserta didik adalah melalui proses pembelajaran yang melatih 

keterampilan metakognisinya.  

 

 Masalah yang sering dikemukakan pada forum-forum 

ilmiah tentang keterampilan metakognitif adalah sebagai berikut: 

1) apakah model pembelajaran optimalisasi keterampilan 

metakognitif (POKM) valid ditinjau dari dasar teori, komponen-

komponen model, dan perangkat pembelajarannya?; 2) pakah 

model pembelajaran optimalisasi keterampilan metakognitif 

(POKM) praktis ditinjau dari keterlaksanaan model dan respon 

guru?; 3) pakah model pembelajaran optimalisasi keterampilan 

metakognitif (POKM) menarik? dan 4) apakah model pembelajaran 

optimalisasi keterampilan metakognitif (POKM) efektif dalam 

meningkatkan hasil belajar dan aktivitas, serta direspon positif 

oleh peserta didik? 

 

Selanjutnya tujuan penulisan karya ilmiah dalam bentuk 

buku referensi ini adalah sebagai berikut: 1) menghasilkan model 

pembelajaran optimalisasi keterampilan metakognitif (POKM) 

yang bersifat valid ditinjau dari dasar teori, komponen-komponen 

model, dan perangkat pembelajarannya; 2) menghasilkan model 

pembelajaran optimalisasi keterampilan metakognitif (POKM) 

yang praktis ditinjau dari keterlaksanaan model dan respon guru; 

3) menghasilkan model pembelajaran optimalisasi keterampilan 

metakognitif (POKM) yang menarik dan 4) menghasilkan model 

pembelajaran optimalisasi keterampilan metakognitif (POKM) 
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yang efektif dalam meningkatkan hasil belajar dan aktivitas, serta 

direspon positif oleh peserta didik? 

Selanjutnya, lebih dari sekadar tujuan saja, manfaat lebih 

jauh tentang kajian optimalisasi metakognitif adalah sebagai 

berikut: 

1) Manfaat Praktis 

a. Model POKM dapat membantu meningkatkan kemampuan 

pemecahan masalah matematika sebagai dampak 

instruksional, dan meningkatkan sikap positif peserta didik 

terhadap pelajaran matematika, kemandirian belajar, serta 

interaksi sosial peserta didik sebagai dampak pengiring.   

b. Model POKM menjadi salah satu model pembelajaran 

alternatif bagi guru untuk merancang pembelajaran di kelas. 

c. Model POKM dapat meningkatkan kualitas proses 

pembelajaran pada umumnya serta  memberikan 

kemudahan kepada peserta didik dalam menguasai materi 

bahan ajar. 

d. Menghasilkan perangkat pembelajaran matematika SMA 

(buku guru dan buku peserta didik, RPP, LKPD, dan 

penilaian) yang menjadi acuan dan sumber belajar bagi guru 

matematika dalam menerapkan secara luas model POKM,  

2) Manfaat teoritis 

a. Keseluruhan hasil-hasil penelitian ini diharapkan dapat 

memberikan kontribusi teori dalam menerapkan 

keterampilan metakognitif peserta didik dalam belajar 

untuk memecahkan setiap masalah. 

b. Menambah khasanah ilmu pengetahuan khususnya dalam 

upaya peningkatan kualitas pendidikan matematika, dan 

kualitas sumber daya manusia umumnya dalam menjawab 

tuntutan masa depan.  
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Spesifikasi produk yang dihasilkan dan dikembangkan 

adalah model Pembelajaran Optimalisasi Keterampilan    

Metakognitif untuk Meningkatkan Kemampuan Pemecahan 

masalah matematika di SMA disingkat model POKM. Model POKM 

terdiri dari komponen sintaks, sistem sosial, prinsip reaksi, sistem 

pendukung, dampak instruksional dan pengiring. Model ini 

digunakan untuk meningkatkan kualitas  pemebelajaran secara 

umum dan meningkatkan kemampuan pemecahan masalah 

matematika peserta didik di SMA. Adapun perangkat yang 

digunakan adalah RPP, Buku peserta didik dan guru, LKPD, dan 

Brosur Keterampilan metakognitif. 

 

Karakteristik dari model yang dihasilkan dan 

dikembangkan adalah sebagai berikut: 1) model POKM 

dikembangkan berdasarkan konsep teori konstrutivisme 

(konstrutivisme kognitif dan kontrutivisme sosial). Prinsip-prinsip 

konstruktivisme yang lebih berpusat pada peserta didik; 2) model 

POKM memiliki sintaks terdiri atas 5 (lima) fase: I. Orientasi; II. 

Penyajian Informasi tentang keterampilan metakognitif; III. 

Simulasi Penerapan Keterampilan Metakognitif; IV. Latihan 

Terbimbing; V. Latihan Mandiri; 3) model POKM ini 

menggambarkan prosedur pembelajaran yang akan dilaksanakan 

oleh guru dengan melatih peserta didik menerapkan keterampilan 

metakognitif yang meliputi: keterampilan memprediksi, 

keterampilan merencanakan, keterampilan memantau, dan 

keterampilan mengevaluasi. Kegiatan ini terintegrasi dengan 

proses pembelajaran; 4) model POKM yang akan dikembangkan 

lebih tepat diterapkan pada jenjang SMA atau sederajat, dan untuk 

mata pelajaran matematika. 5) model POKM yang akan 

dikembangkan dapat diterapkan pada jenjang sekolah lain, dan 

untuk mata pelajaran lain dengan melakukan modifikasi 



 
 

10 Pemecahan Masalah Matematika 

 

perangkatnya sesuai dengan model, jenjang sekolah, kelas yang 

diajar, dan mata pelajaran yang diajarkan; 6) membutuhkan 

pemikiran tingkat tinggi dan 7) model POKM diindikasikan dapat 

peningkatan kemampuan pemecahan masalah matematika 

peserta didik di SMA.    

   

Beberapa asumsi yang mendasari penulisan buku ini adalah 

sebagai berikut:  

1) Penentuan kriteria ketuntasan minimal (KKM) oleh SMA, yang 

dipakai sebagai standar kompetensi minimal yang harus 

dicapai oleh peserta didik telah melalui prosedur yang benar.  

2) Kelas yang dijadikan tempat uji coba, memiliki karakteristik 

yang setara karena keduanya memiliki predikat yang sama 

yaitu kelas XI-IPA dan penempatan peserta didik pada ke dua 

kelas tersebut tidak berdasarkan rangking.  

3) Pembelajaran yang dilakukan dengan menggunakan model 

POKM ini dapat meningkatkan kemampuan pemecahan 

masalah matematika peserta didik, apabila prinsip-prinsip dan 

prosedur yang mendasarinya diterapkan dengan baik.  

4) Srategi yang digunakan dalam pengembangan model ini, 

yakni stategi pengembangan model secara serentak antara 

model pembelajaran, perangkat-perangkat pembelajaran, 

dan instrumen dilakukan secara bersama-sama.  

5) Pengumpulan data tentang aktivitas peserta didik yang 

mengikuti pembelajaran dengan model POKM, dilakukan di 

kelas hanya melalui pengamatan oleh dua observer.  

6) Peserta didik yang dipilih untuk diamati aktivitasnya hanya 7 

orang peserta didik.  

7) Pemilihan materi uji coba hanya satu pokok bahasan yakni 

”Lingkaran” untuk dibuat salah satu perangkat pembelajaran 

pendukung model POKM.  



 
 

Pemecahan Masalah Matematika 11 

 

8) Waktu pelaksanaan uji coba yang dilaksanakan hanya 7 (tujuh) 

kali pertemuan.  

9) Pelaksanaan penelitian dan pengembangan model ini, hanya 

sampai pada tahap tes, evaluasi dan revisi. Tidak dilanjutkan 

ke tahap implementasi secara utuh karena pertimbangan 

keterbatasan waktu dan biaya.  

10) Kegiatan implementasi yang dilakukan hanya terbatas pada 

sekolah tempat uji coba (masih kelas-kelas paralel).  

 

Terdapat beberapa istilah-istilah yang digunakan dalam 

buku ini. Untuk memberikan arahan yang jelas dan langkah yang 

operasional dalam pelaksanaan penelitian ini, maka istilah-istilah 

tersebut  perlu diberikan penjelasan dan batasan. Istilah-istilah 

yang dimaksudkan beserta batasannya dikemukakan berikut ini.  

1) Pembelajaran adalah seluruh rangkaian kegiatan peserta didik 

dan guru yang telah dirancang untuk menjadikan peserta didik 

belajar, artinya berdasarkan rancangan tersebut, guru 

memberikan bantuan kepada para peserta didik agar mereka 

memperoleh pengetahuan atau informasi tentang materi ajar. 

2) Model pembelajaran adalah suatu perencanaan atau pola 

yang digunakan sebagai petunjuk/pedoman dalam 

merencanakan pembelajaran di kelas, termasuk untuk 

menentukan perangkat-perangkat pembelajaran sehingga 

tujuan pembelajaran dapat dicapai. Model pembelajaran 

tersebut mencakup komponen-komponen (a) sintaks, (b) 

sistem sosial, (c) prinsip reaksi, (d) sistem pendukung, dan (e) 

dampak instruksional & pengiring. 

3) Metakognitif adalah kesadaran berpikir seseorang tentang 

proses berpikirnya sendiri yang terdiri atas dua komponen, 

yaitu: pengetahuan metakognitif (metakognitif knowledge) 

dan keterampilan metakonitif (metakognitive skill). 
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Sedangkan yang dimaksud dengan kesadaran berpikir adalah 

refleksi diri seseorang tentang apa yang diketahuinya, apa 

yang telah diketahuinya, dan apa yang akan diketahuinya. 

4) Keterampilan metakognitif adalah kemampuan untuk 

memikirkan tentang bagaimana cara belajar yang berkaitan 

dengan keterampilan prediksi, perencanaan, monitoring, dan 

evaluasi dalam pembelajaran (dalam menyelesaikan 

masalah/suatu tugas tertentu).  

5) Optimalisasi keterampilan metakognitif adalah proses 

memaksimalkan keterampilan metakognitif dalam 

menyelesaikan masalah/suatu tugas tertentu dalam 

pembelajaran.   

6) Pemecahan masalah adalah sebagai satu usaha mencari jalan 

keluar dari satu kesulitan guna mencapai satu tujuan yang 

tidak begitu mudah segera untuk dicapai 

7) Kemampuan pemecahan masalah matematika adalah 

kecakapan dalam menyelesaikan (pemecahan) masalah 

matematika. Proses yang dapat dilakukan pada setiap 

pemecahan masalah tersebut terangkum dalam empat 

langkah, yakni (a) memahami masalah (understanding the 

problem), (b) merencanakan penyelesaian (devising a plan), (c) 

melaksanakan rencana (carrying out the plan), (d) memeriksa 

proses dan hasil (looking back) 

8) Meningkatkan kemampuan pemecahan masalah matematika 

adalah proses mengembangkan kemampuan pemecahan 

masalah matematika melalui pembelajaran yang menerapkan 

pelatihan keterampilan metakognitif.   

9) Optimalisasi keterampilan metakognitif dalam meningkatkan 

kemampuan pemecahan masalah matematika adalah 

kemampuan peserta didik menerapkan secara maksimal 

keterampilan metakognitif yang meliputi: (a) keterampilan 
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memprediksi, (b) keterampilan merencanakan, (c) 

keterampilan memonitroring, dan (d) keterampilan 

mengevaluasi dalam menyelesaikan masalah matematika, 

untuk meningkatkan kemampuan pemecahan masalah 

matematika yang meliputi: (a) memahami masalah, (b) 

merencanakan penyelesaian, (c) melaksanakan rencana, dan 

(d) memeriksa proses dan hasil. 

10) Model pembelajaran optimalisasi keterampilan metakognitif 

(diberi nama model POKM) adalah suatu model pembelajaran  

yang mengajarkan materi bahan ajar dengan 

mengintegrasikan pelatihan keterampilan metakognitif.   

11) Model pembelajaran optimalisasi keterampilan metakognitif 

untuk meningkatkan kemampuan pemecahan masalah 

matematika (model POKM) adalah suatu model pembelajaran  

yang selain mengajarkan materi bahan ajar dengan 

pengoptimalan keterampilan metakognisi, juga sekaligus 

untuk meningkatkan kemampuan pemecahan masalah 

matematika peserta didik.  

12) Model POKM yang berkualitas adalah suatu model 

pembelajaran yang memenuhi keempat kriteria, yaitu: 

kevalidan, kepraktisan, kemenarikan, dan keefektifan.   

13) Kevalidan model POKM. Model POKM dikatakan valid apabila 

menurut validator (ahli dan praktisi), pengembangan model 

tersebut dilandasi oleh teori yang kuat, juga memiliki 

konsistensi internal yakni  terjadi saling keterkaitan antar 

komponen dalam model. 

14) Kepraktisan model POKM. Model POKM dikatakan praktis 

apabila (a) menurut validator (ahli dan praktisi) model 

tersebut dapat diterapkan, (b) menurut observer, 

keterlaksanaan model pembelajaran di kelas termasuk dalam 
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kategori “terlaksana”, dan (c) respon guru tentang 

penerapan model POKM minimal guru merespon positif 70% 

dari jumlah aspek yang ditanyakan.  

15) Kemenarikan. Model yang dikembangkan dikatakan menarik 

jika lebih 50% dari peserta didik yang menyatakan tertarik 

terhadap minimal 70% jumlah aspek yang ditanyakan. 

Indikator-indikator yang dipergunakan untuk menentukan 

kemenarikan model POKM yaitu: (1) perhatian, (2) percaya 

diri, (3) menarik, (4) kepuasan, (5) kesadaran sendiri.  

16) Keefektifan model POKM. Indikator-indikator yang 

dipergunakan untuk menentukan keefektifan model POKM 

yaitu: (1) ketercapaian standar hasil belajar yang meliputi: (a) 

kemampuan pemecahan masalah matematika dan 

kemampuan menerapkan keterampilan metakognitif peserta 

didik masing-masing dalam kategori “tinggi”, (b) tercapai 

ketuntasan belajar klasikal, yakni minimal 75% peserta didik 

mencapai ketuntasan belajar individu yaitu 75 (untuk rentang 

skor 0 - 100, (2) aktivitas peserta didik sesuai dengan aktivitas 

yang diharapkan sebagaimana tercantum dalam sintaks 

model POKM minimal “aktif”, (3) lebih dari 50% peserta didik 

memberikan respons positif terhadap penerapan model 

POKM yang meliputi: respon terhadap pembelajaran, respon 

terhadap buku peserta didik, dan respon terhadap LKPD.  

Model POKM dikatakan efektif apabila memenuhi 3 indikator 

tersebut.  

17) Aktivitas peserta didik adalah seluruh kegiatan peserta didik 

dalam proses pembelajaran yang didasarkan pada 

sintaks/rencana pembelajaran model POKM.   
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BAB II 

TEORI BELAJAR PENDUKUNG 

PEMECAHAN MASALAH 

MATEMATIKA 

 

 

 

 

 

 
Berikut ini dikemukakan secara komparatif pandangan dua 

teori (Teori Behaviorisme dan Teori Konstruktivisme), dalam 

beberapa hal yang berkaitan dengan pembelajaran, yang disarikan 

dari Degeng (2005), Budiningsi (2012), Sani (2013) seperti pada 

Tabel 2.1.  

Tabel 2.1. Perbandingan Teori Belajar Konstruktivisme dengan 

Behaviorisme 

1) Tentang Belajar dan Pembelajaran 

Behaviorisme 
Konstruktivisme 

 Memandang bahwa 

pengatahuan adalah 

objektif, pasti, dan tetap 

tidak berubah. 

 Belajar adalah perolehan 

pengetahuan, sedangkan 

mengajar adalah memin-

 Memandang bahwa 

pengetahuan adalah non 

objektif, bersifat temporer, 

selalu berubah, dan tidak 

menentu. 

 Belajar adalah menyusun dari 

pengalaman konkrit, aktivitas 

kolaboratif, dan refleksi serta 
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dahkan pengetahuan 

kepada orang yang 

belajar. 

 

 

 

 Peserta didik diharapkan 

akan memiliki 

pemahaman yang sama 

terhadap pengetahuan 

yang diajarkan.  

 

 

 Fungsi mind adalah 

menjiplak struktur 

pengetahuan melalui 

proses berpikir yang 

dapat dianalisis dan 

dipilah sehingga makna 

yang dihasilkan  dari 

proses berpikir seperti itu 

ditentukan oleh 

karakteristik struktur  

pengetahuan. 

interpretasi, sedangkan 

mengajar adalah menata 

lingkungan agar peserta didik 

termotivasi dalam menggali 

makna serta menghargai 

ketidak-menentuan. 

 Peserta didik bisa memiliki 

pemahaman yang berbeda 

terhadap pengetahuan 

tergantung pada 

pengalamannya, dan perspsktif 

yang dipakai dalam 

menginterpretasikan. 

  Mind berfungsi sebagai alat 

untuk menginterpretasikan 

peristiwa, objek, atau perspektif 

yang ada dalam dunia nyata 

sehingga makna yang dihasilkan 

bersifat unik dan individualistik. 
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2) Tentang Penataan Lingkungan Belajar dan Pembelajaran 

Behaviorisme Konstruktivisme 

 Keteraturan, keputusan, 

ketertiban 

 

 Peserta didik harus 

dihadapkan pada aturan-

aturan yang jelas dan 

ditetapkan lebih dulu 

secara ketat. Pembiasaan 

dan disiplin menjadi sangat 

esensial.  

 Kegagalan atau 

ketidakmampuan dalam 

penambahan pengetahuan 

dikategorikan sebagai 

kesalahan yang perlu 

dihukum, dan keberhasilan 

dipandang sebagai bentuk 

perilaku yang pantas diberi 

hadiah. 

 Ketidakteraturan, 

ketidakpastian, ke-

semrawutan 

 Peserta didik harus bebas. 

Kebebasan menjadi unsur 

yang esensial dalam 

lingkungan belajar. 

 

 Kegagalan atau 

keberhasilan, kemampuan 

dan ketidakmampuan 

dilihat sebagai interpretasi 

yang berbeda yang perlu 

dihargai. 

 

 

 

 Ketaatan pada aturan 

dipandang sebagai penentu 

keberhasilan  belajar. 

Peserta didik adalah objek 

yang harus berperilaku 

sesuai dengan aturan. 

 

 

 Kebebasan yang dipandang 

sebagi penentu 

keberhasilan belajar. 

Peserta didik adalah subjek 

yang harus mampu 

menggunakan kebebasan 

untuk melakukan 
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 Kontrol belajar dipegang 

oleh sistem yang berada di 

luar diri peserta didik. 

pengaturan diri dalam 

belajar. 

 Kontrol belajar dipegang 

oleh peserta didik. 

 

3) Tentang Tujuan Pembelajaran 

Behaviorisme 
Konstruktivisme 

 Tujuan pembelajaran 

ditekankan pada 

penambahan pengatahuan 

 

 Seseorang dikatakan telah 

belajar apabila mampu 

mengungkapkan kembali 

apa yang telah dipelajari. 

 Tujuan pembelajaran 

ditekankan pada belajar 

bagaimana belajar 

 

 Melatih peserta didik 

untuk dapat berpikir kritis 

dan terampil dalam 

memproses pengetahuan 

agar dapat menemukan 

dan menciptakan sesuatu 

yang bermanfaat bagi 

dirinya sendiri dan orang 

lain. 

 

4) Tentang Strategi Pembelajaran 

Behaviorisme 
Konstruktivisme 

 Penyajian isi menekankan 

pada keterampilan yang 

terisolasi dan akumulasi 

 Penyajian isi menekankan 

pada penggunaan 

pengetahuan secara 

bermakna mengikuti 



 
 

Pemecahan Masalah Matematika 19 

 

fakta mengikuti urutan dari 

bagian keseluruhan. 

 

 Pembelajaran mengikuti 

urutan kurikulum secara 

ketat. 

 

 Aktivitas belajar lebih banyak 

didasarkan pada buku teks 

dengan penekanan pada 

keterampilan 

mengungkapkan kembali isi 

buku teks. 

 

 Pembelajaran dan evaluasi 

menekankan pada hasil . 

urutan dari keseluruhan 

kebagian. 

 

 Pembelajaran lebih banyak 

diarahkan untuk meladeni 

pertanyaan atau pandang 

peserta didik. 

 Aktivitas belajar lebih 

banyak didasarkan pada 

data primer dan bahan 

manipulatif  dengan 

penekanan keterampilan 

berpikir kritis. 

 

 Pembelajaran 

menekankan pada proses. 

 

 

5) Tentang Evaluasi 

Behaviorisme 
Konstruktivisme 

 Evaluasi menekankan pada 

respon pasif, keterampilan 

secara terpisah dan 

biasanya menggunakan 

“paper and pencil test” 

 

  Evaluasi yang menuntut 

jawaban benar. Jawaban 

benar menunjukkan bahwa 

 Evaluasi menekankan pada 

penyusunan makna secara 

aktif yang melibatkan 

keterampilan terintegrasi, 

dengan menggunakan 

masalah dalam konteks 

nyata. 

 Evaluasi yang menggali 

munculnya berpikir 
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peserta didik telah 

menyelesaikan tugas 

belajar. 

 Evaluasi dipandang sebagai  

bagian terpisah dari 

kegiatan pembelajaran, 

dan biasanya dilakukan 

setelah selesai kegiatan 

belajar dengan penekanan 

pada evaluasi individual. 

divergen, pemecahan 

ganda bukan hanya satu 

jawaban benar. 

 

 Evaluasi merupakan bagian 

utuh dari belajar dengan 

cara memberikan tugas-

tugas yang menurut 

aktivitas belajar yang 

bermakna serta 

menerapkan apa yang 

dipelajari dalam konteks 

nyata. Evaluasi 

menekankan pada 

keterampilan proses dalam 

kelompok. 

 

  Walaupun uraian di atas mempertentangkan secara tajam 

antara prinsip-prinsip behaviorisme dengan prinsip-prinsip 

konstruktivisme, namun dalam implementasinya pada 

pembelajaran agak sulit untuk menerapkan salah satunya secara 

independen tanpa ikut yang lainnya. Dalam artian, agak sulit 

menerapkan prinsip-prinsip konstruktivisme dalam pembelajaran 

tanpa terlibat prinsip-prinsip behaviorisme, dan sebaliknya. 

Dengan dasar itu, maka model POKM yang dikembangkan ini dapat 

diterapkan pada pembelajaran yang menerapkan prinsip-prinsip 

konstruktivisme yang cenderung berpusat pada peserta didik 

maupun prinsip-prinsip behaviorisme yang lebih berpusat pada 

guru. 
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Kaitan langsung teori belajar konstrutivisme kognitif 

dengan model POKM adalah sebagai berikut. Pada model POKM, 

ada sebuah fase yang dinamakan latihan mandiri. Pada fase itu 

peserta didik peserta didik dapat menjadi lebih mandiri dalam 

belajar. Melalui latihan yang kontinu peserta didik 

dapat  mengambil inisiatif, dengan atau tanpa bantuan orang lain, 

dalam hal menentukan kegiatan belajarnya seperti merumuskan 

tujuan belajar, sumber belajar (baik berupa orang ataupun bahan), 

mendiagnosa kebutuhan belajar dan mengontrol sendiri proses 

pembelajarannya. Dengan demikian, pada fase ini model POKM 

menggunakan prinsip belajar menurut teori belajar konstrutivisme 

kognitif, yaitu konstrutivisme kognitif menekankan proses 

kognitif. Dalam hal ini, individu yang belajar memahami sesuatu 

sesuai dengan tahapan perkembangan kognitif dan cara belajarnya 

sendiri. 

 

Sedangkan prinsip konstrutivisme Vygotsky yang 

berkaitan dengan model POKM adalah sebagai berikut.  

a.  Pada model POKM, ada sebuah fase yang dinamakan simulasi 

penerapan keterampilan metakognitif (diskusi kelompok). Pada 

fase itu peserta didik secara langsung berinteraksi dengan 

peserta didik lain dalam kelompoknya. Dengan demikian, pada 

fase ini model POKM menggunakan prinsip pertama yang 

dikemukakan Vygotsky. 

a. Zone of Proximal Development adalah daerah sedikit di atas 

kemampuan peserta didik saat itu, artinya Zone of Proximal 

Development adalah daerah antara kemampuan faktual dan 

kemampuan potensial peserta didik, sehingga peserta didik 

memerlukan bantuan orang dewasa untuk memahami suatu 

materi yang tingkat kesulitannya berada pada Zone of Proximal 

Development anak. Pada fase diskusi kelompok dalam model 
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POKM, peserta didik saling berinteraksi dengan teman lain di 

mana tingkat keterampilan metakognitif dan tingkat 

kemandirian peserta didik dalam setiap kelompok berbeda. 

Diharapkan perbedaan tersebut menyebabkan anak yang 

tingkat keterampilan metakognitif dan tingkat kemandirian 

rendah akan banyak belajar dari anak yang tingkat keterampilan 

metakognitif dan kemandirian belajar tinggi, sehingga 

kemampuan potensial anak akan berkembang. Selain itu guru 

juga memberikan bimbingan kepada peserta didik yang 

membutuhkan tanpa bermaksud memberikan jawaban 

persoalan yang diberikan. 

b. Pada model POKM, ada sebuah fase yang dinamakan latihan 

terstruktur. Pada fase itu peserta didik secara langsung 

diberikan pelatihan keterampilan metakognitif. Dengan 

demikian, pada fase ini model POKM menggunakan prinsip 

ketiga yang dikemukakan Vygotsky 

c. Tugas guru dalam model POKM adalah memberi bimbingan dan 

arahan kepada peserta didik, dengan demikian model 

pembelajaran ini menggunakan prinsip keempat yang 

dikemukakan oleh Vygotsky, yaitu scaffolding. 

 

 Suatu pertanyaan akan menjadi masalah hanya jika 

pertanyaan itu menunjukkan adanya suatu tantangan (challenge) 

yang tidak dapat dipecahkan oleh suatu prosedur rutin (routine 

procedure) yang sudah diketahui peserta didik. Suatu pertanyaan 

akan merupakan suatu masalah hanya jika seseorang tidak 

mempunyai aturan/hukum tertentu yang segera dapat 

dipergunakan untuk menemukan jawaban pertanyaan tersebut 

(Hudoyo, 1990). Suatu pertanyaan merupakan masalah 

bergantung kepada individu dan waktu. Artinya, suatu pertanyaan 

merupakan suatu masalah bagi seorang anak, tetapi mungkin 
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bukan merupakan suatu masalah bagi anak lain. Contoh,  “Andi 

mempunyai 9 lusian gelas. Berapa banyak gelas yang dimiliki 

Andi?” adalah merupakan masalah bagi peserta didik SD kelas 1 

(satu), namun bukan merupakan masalah bagi peserta didik SMP. 

Demikian juga suatu pertanyaan merupakan suatu masalah bagi 

seorang anak pada suatu saat, tetapi bukan merupakan suatu 

masalah lagi bagi anak tersebut saat berikutnya, bila anak sudah 

mengetahui cara atau proses mendapatkan penyelesaian masalah 

tersebut. 

           Menurut Schoen (1980), masalah berada diantara latihan 

komputasi (yang strategi solusinya segera diketahui) dan teka-

teki  (yang tidak mempunyai kondisi strategi solusi yang jelas dan 

mungkin hanya dimengerti problem solver yang terampil). 

Akibatnya seringkali seseorang yang tidak terampil mengalami 

kesulitan dalam menentukan apakah suatu soal termasuk masalah 

atau bukan masalah.  

 Bell (1978) mengemukakan bahwa suatu situasi 

merupakan masalah bagi seseorang jika ia menyadari: (1) adanya 

persoalan dalam siatuasi tersebut, (2) mengetahui bahwa 

persoalan tersebut perlu diselesaikan, (3) merasa ingin 

menyelesaikannya, (4) namun tidak dapat dengan segera 

menyelesaikannya. 

Ruseffendi (2006) dan Schoen (1980) menyebutkan ada 

tiga syarat suatu persoalan dikatakan masalah. (1) apabila 

persoalan tersebut belum diketahui bagaimana prosedur 

menyelesaiaknnya. Persoalan yang sudah diketahui bagaimana 

cara menyelesaikannya hanyalah disebut dengan soal-soal rutin. 
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Misalnya soal seperti “nilai rata-rata dari 

78,  65,  67,  83,  56,  73,  80,  74,  86,  dan  96 adalah …” bagi 

peserta didik didik SMP merupakan soal rutin. Untuk 

menyelesaikan soal ini peserta didik hanya perlu melakukan 

komputasi dengan memakai rumus yang telah diketahuinya, (2) 

apabila persoalan tersebut sesuai tingkat berpikir dan 

pengetahauan prasyarat peserta didik, soal yang terlalu mudah 

atau sebaliknya terlalu sulit bukan merupakan masalah, (3) apabila 

peserta didik mempunyai niat untuk menyelesaikan persoalan 

tersebut.  

Upaya memunculkan keinginan peserta didik agar mau 

mencari solusi, dapat dilakukan dengan cara membuat soal yang 

tingkat kesukarannya berada sedikit di atas kemampuannya 

namun tidak boleh di luar ZPD (Zone of Proximal Development) 

peserta didik yang  bersangkutan. Misalnya soal berikut adalah 

salah satu contoh masalah bagi peserta didik SMP.  Satu keranjang 

apel terdiri dari apel hijau dan apel merah. Seperlima diantaranya 

merupa apel hijau. Rata-rata berat apel hijau adalah 10 gram 

sedangkan rata-rata berat apel merah 80 gram. Berapakah rata-

rata berat seluruh apel tersebut? Dengan bekal rumus untuk 

menghitung nilai rata-rata saja belum cukup bagi peserta didik 

untuk menyelesaikan soal tersebut. Peserta didik dituntut 

mengaitkannya dengan konsep perbandingan dan mencari 

startegi dalam menyelesaikannya. 

Berkenaan dengan objek belajar matematika, Gagne 

memandang kemampuan pemecahan masalah matematis sebagai 

objek tak langsung dalam belajar matematika. Menurut 

Gagne, objek belajar matematika terdiri atas dua macam, yaitu 

objek langsung dan objek tidak langsung (Ruseffendi, 2006; Bell, 
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1978: 108).  Objek yang terkait langsung dengan aktivitas belajar 

matematika meliputi fakta, keterampilan,konsep, dan  aturan/prin

sip. Keempat objek langsung ini dapat dibedakan antara satu 

dengan lainnya secara jelas karena masing-masing objek 

langsung  tersebut dapat didefinisikan secara jelas. 

Sedangkan objek tidak langsung belajar matematika meliputi 

kemampuan pemecahan masalah, kemampuan inkuiri, 

kemandirian, sikap positif, dan tahu bagaimana semestinya belajar 

(learning to learn). 

 

Pemecahan masalah matematika  

 

Polya (1973) mengartikan pemecahan masalah sebagai satu 

usaha mencari jalan keluar dari satu kesulitan guna mencapai satu 

tujuan yang tidak begitu mudah segera untuk dicapai. Sedangkan 

menurut Hudoyo (1990) pemecahan masalah merupakan proses 

penerimaan masalah sebagai tantangan untuk menyelesaikan 

masalah tersebut. 

 

NCTM (2000), pemecahan masalah bukanlah sekedar 

tujuan dari belajar matematika tetapi merupakan alat utama untuk 

melakukan atau bekerja dalam matematika. Hal ini, sejalan dengan 

pernyataan Wahyudin (2003:3) pemecahan masalah bukan 

sekedar  keterampilan  untuk  diajarkan dan digunakan dalam 

matematika tetapi juga merupakan keterampilan yang akan 

dibawa pada masalah-masalah keseharian peserta didik atau 

situasi-situasi pembuatan keputusan, dengan demikian 

kemampuan pemecahan masalah membantu seseorang secara 

baik dalam hidupnya. 
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Menurut Lester (Branca, 1980), kemampuan pemecahan 

masalah merupakan tujuan umum dalam pengajaran matematika, 

bahkan sebagai jantungnya matematika, artinya kemampuan 

pemecahan masalah merupakan kemampuan dasar dalam belajar 

matematika. Dengan mengajarkan peserta didik untuk 

menyelesaikan masalah akan memungkinkan peserta didik itu 

menjadi lebih analitis dalam mengambil keputusan dalam 

kehidupan (Cooney, 1975). Selanjutnya dikatakan, bila seseorang 

peserta didik dilatih untuk menyelesaikan masalah, maka peserta 

didik itu akan mampu mengambil keputusan, sebab peserta didik 

itu menjadi mempunyai keterampilan tentang bagaimana 

mengumpulkan informasi yang relevan, menganalisa informasi 

dan menyadari betapa perlunya meneliti kembali hasil yang telah 

diperolehnya.  

 

   Leeuw (Sudjimat, 1995) berpendapat bahwa belajar 

pemecahan masalah pada hakekatnya adalah belajar berpikir 

(learning to think) atau belajar bernalar (learning to reason), yaitu 

berpikir atau bernalar mengaplikasikan pengetahuan-

pengetahuan yang telah diperoleh sebelumnya untuk 

memecahkan masalah-masalah baru yang belum pernah dijumpai. 

Selain itu Christensen & Martin (Killen, 1998), bahwa keuntungan 

dari pemecahan masalah adalah dapat mengembangkan 

kemampuan peserta didik dalam berpikir kritis dan juga dapat 

mengembangkan kemampuan mereka dalam beradaptasi 

terhadap situasi belajar mereka yang baru.  

Menurut Copley (2000) ada empat jenis pengetahuan yang 

dikembangkan melalui pemecahan masalah, yaitu: (1) declarative 

knowledge; (2) procedural knowledege; (3) schematic knowledge; 

(4) metacognitive knowledge. Sedangkan Hudojo (1990) membagi 
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masalah dalam matematika menjadi enam bagian, yaitu: (1) rutin, 

(2) non-rutin, (3) rutin terapan, (4) rutin non-terapan, (5) non-rutin 

terapan, (6) non-rutin non-terapan. Masalah rutin adalah masalah 

yang prosedur penyelesaiannya sekedar mengulang, misalnya 

secara algoritmik. Masalah non-rutin adalah masalah yang 

prosedur penyelesaiannya memerlukan perencanaan 

penyelesaian, tidak sekedar menggunakan rumus, teori atau dalil. 

Masalah rutin terapan adalah masalah rutin yang dikaitkan dengan 

dunia nyata/kehidupan sehari-hari yang prosedur penyelesaiannya 

standar sebagaimana yang sudah diajarkan. Masalah rutin non-

terapan adalah masalah rutin lebih ke matematikanya daripada 

dikaitkan dengan dunia nyata/kehidupan sehari-hari. Masalah non-

rutin terapan adalah masalah yang penyelesaiannya menuntut 

perencanaan dengan mengaitkan dunia nyata/kehidupan sehari-

hari dan penyelesaiannya tersebut mungkin saja open-ended. 

Masalah non-rutin non-terapan adalah masalah yang berkaitan 

murni tentang hubungan matematika.  

Berkaitan dengan penyelesaian masalah, Polya (1973) 

mengajukan empat langkah fase penyelesaian masalah yaitu 

memahami masalah, merencanakan penyelesaian, menyelesaikan 

masalah dan melakukan pengecekan kembali semua langkah yang 

telah dikerjakan. Fase memahami masalah tanpa adanya 

pemahaman terhadap masalah yang diberikan, peserta didik tidak 

mungkin menyelesaikan masalah tersebut dengan benar, 

selanjutnya para peserta didik harus mampu menyusun rencana 

atau strategi. Penyelesaian masalah, dalam fase ini sangat 

tergantung pada pengalaman peserta didik lebih kreatif dalam 

menyusun penyelesaian suatu masalah, jika rencana penyelesaian 

satu masalah telah dibuat baik tertulis maupun tidak. Langkah 

selanjutnya adalah peserta didik mampu menyelesaikan masalah, 
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sesuai dengan rencana yang telah disusun dan dianggap tepat. Dan 

langkah terakhir dari proses penyelesaian masalah menurut Polya 

adalah melakukan pengecekan atas apa yang dilakukan. Mulai dari 

fase pertama hingga hingga fase ketiga. Dengan model seperti ini 

maka kesalahan yang tidak perlu terjadi dapat dikoreksi kembali 

sehingga peserta didik dapat menemukan jawaban yang benar-

benar sesuai dengan masalah yang diberikan. 
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BAB III 

PROTOTIPE RISET PEMECAHAN 

MASALAH MATEMATIKA 

 

 

 

 

 

 
 

Studi ini merupakan kajian dan pengembangan (Research 

and Developmen), yaitu pengembangan Model Pembelajaran yang 

Mengoptimalkan Keterampilan Metakognitif (model POKM) yang 

memenuhi kriteria valid, praktis, menarik,  dan efektif. Pada 

penelitian ini juga dikembangkan perangkat pembelajaran yang 

sesuai dengan model POKM dan instrumen penelitian yang sesuai 

dengan data yang diharapkan. 

 Model pengembangan yang digunakan untuk 

mengembangkan model pembelajaran ini mengacu pada model 

pengembangan pendidikan umum dari Plomp (1997). Produk dari 

proses pengembangan ini meliputi tiga aspek, yaitu: (1) model 

POKM, (2) perangkat pembelajaran, dan (3) instrumen. Berikut ini 

diuraikan masing-masing proses pengembangan tersebut.      

Pemgembangan model pembelajaran yang mengoptimalkan 

keterampilan metakognitif (model POKM) 
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a. Fase investigasi awal  

   Berdasarkan analisis terhadap tuntutan lingkungan, maka 

permasalahan yang akan dikaji adalah mengembangkan model 

pembelajaran yang bertujuan mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif untuk meningkatkan kemampuan pemecahan 

masalah peserta didik. Oleh  karena  itu  dalam fase ini dilakukan 

kajian terhadap (1) teori-teori belajar, (2) teori  pemecahan  

masalah, (3)  teori  metakognisi, (4) model-model  pembelajaran, 

(5) melakukan survei/penelitian pendahuluan tentang profil 

tingkat keterampilan metakognitif dan kemampuan pemecahan 

masalah peserta didik, (5) menganalisis kondisi lapangan yang 

selain terkait dengan kondisi peserta didik, kurikulum, guru, 

kegiatan pembelajaran, juga yang terkait dengan aspek-aspek 

keterampilan metakognisi dan kemampuan pemecahan masalah 

peserta didik.  

   Kaitannya dengan penelitian pendahuluan dan analisis 

kondisi lapangan, metode penelitian yang ditempuh adalah 

sebagai berikut: 

1) Pelaksanaan penelitian pendahuluan dan analisis kondisi 

lapangan digunakan  pendekatan kualitatif dan kuantitatif. 

2) Penelitian pendahuluan, difokuskan pada bagaimana kondisi 

kemampuan pemecahan masalah dan pelaksanaan 

pembelajaran di kelas saat ini. Fokus penelitian diuraikan 

menjadi empat sub fokus, yaitu: (a) tingkat kemampuan 

pemecahan masalah matematika peserta didik, (b) model 

pembelajaran apa saja yang digunakan guru dalam 

pembelajaran di kelas, (c) kemampuan peserta didik 

menerapkan keterampilan metakognitif dalam menyelesaikan 
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masalah, dan (d) bagaimana cara guru mengevaluasi hasil 

belajar?  

3) Deskripsi fokus  

Untuk memberikan arahan dan langkah yang operasional dalam 

pelaksanaan penelitian pendahuluan tentang kondisi saat ini 

yang berkaitan dengan pembelajaran di kelas, maka diberikan 

penjelasan sebagai berikut.  

a) Kemampuan pemecahan masalah adalah suatu proses untuk 

mengatasi kesulitan yang ditemui untuk mencapai suatu tujuan 

yang diinginkan, atau dengan kalimat lain pemecahan masalah 

sebagai usaha  mencari jalan keluar dari suatu kesulitan, 

mencapai suatu tujuan yang tidak dengan begitu saja segera 

dapat dcapai.     

b) Model pembelajaran yang dimaksud di atas adalah model 

pembelajaran yang digunakan guru setiap kali melakulakan 

pembelajaran di kelas selama ini.    

c) Keterampilan metakognitif adalah keterampilan berpikir 

peserta didik untuk menyadari proses berpikirnya sendiri yang 

berkaitan dengan keterampilan prediksi, perencanaan, 

monitoring, dan evaluasi dalam pembelajaran (dalam   

menyelesaikan masalah/suatu tugas tertentu) dalam 

pembelajaran. 

d) Cara guru mengevaluasi hasil belajar yang dimaksud, adalah 

apakah guru menilai hasil belajar masih dominan menekankan 

pada penguasaan substansi materi ajar saja tanpa 

memperhatikan: keterampilan metakognitif peserta didik 

dalam menyelesaikan masalah/tugas dan kemampuan 

pemecahan masalah peserta didik. 
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e) Dalam penelitian ini yang menjadi subjek untuk mendapatkan 

informasi tentang kondisi saat ini, yang berkaitan dengan 

pembelajaran di kelas adalah guru mata pelajaran, yang terdiri 

dari 6 orang guru berasal dari 5 SMA Negeri di kota Parepare. 

Seangkan subjek untuk mendapatkan data tentang tingkat 

kemampuan pemecahan masalah matematika peserta didik dan 

kemampuan peserta didik menerapkan keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan masalah adalah peserta 

didik. 

f) Teknik pengumpulan data dalam penelitian ini adalah: (a)  

interview bebas terpimpin, (b) tes, dan (c) obeservasi non 

sistematis. Dalam hal ini observasi yang dilakukan adalah 

observer turut memantau berlangsungnya proses 

pembelajaran di kelas yang dilaksanakan oleh guru di SMA 

bersangkutan.  

g) Yang bertindak sebagai instrumen dalam penelitian 

pendahuluan, untuk mengumpulkan informasi tentang kondisi 

saat ini, yang berkaitan dengan pembelajaran di kelas adalah 

peneliti sendiri. Sedangkan untuk mengumpulkan data tentang 

tingkat kemampuan pemecahan masalah matematika peserta 

didik dan kemampuan peserta didik menerapkan keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan masalah digunakan 

instrument berupa tes.  

h) Teknik analisis data. Teknis analisis data yang digunakan dalam 

penelitian pendahuluan adalah analisis data kuantitatif dan 

kualitatif. Analisis data kuantitatif digunakan statistik deskriptif. 

Sedangkan analisis kualitatif mengikuti konsep yang diberikan 

Miles and Huberman dalam Sugiyono (2016), yaitu reduksi data, 

penyajian data, dan penarikan kesimpulan dan verifikasi. 
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b. Fase desain 

Pada fase ini dirancang model pembelajaran yang 

mengoptimalkan keterampilan metakognitif. Kegiatan yang 

dilakukan pada fase ini meliputi: (1) merancang sintaks 

pembelajaran yang mengetengahkan urutan atau fase 

pembelajaran yang diharapkan dapat mengotimalkan 

keterampilan metakognitif, (2) merancang lingkungan belajar atau 

sistem sosial, yaitu situasi atau suasana dan norma yang berlaku 

dalam model POKM, seperti peran guru dan aktivitas yang harus 

dilakukan peserta didik  selama pembelajaran berlangsung, (3) 

merancang prinsip reaksi, yaitu memberikan gambaran kepada 

guru bagaimana harus memberikan intervensi kepada peserta 

didik serta bagaimana memandang dan merespons setiap perilaku 

yang ditunjukkan oleh peserta didik  selama pembelajaran, (4) 

merancang sistem pendukung, yaitu syarat/kondisi yang 

diperlukan agar model pembelajaran yang sedang dirancang dapat 

terlaksana, seperti setting kelas, sistem instruksional, perangkat 

pembelajaran, fasilitas belajar, dan media yang diperlukan dalam 

pembelajaran, (5) merancang dampak dari pembelajaran. Dampak 

disini ada dua macam yaitu dampak instruksional dan dampak 

pengiring. Dampak instruksional adalah dampak yang merupakan 

akibat langsung dari pembelajaran atau hasil belajar yang dicapai 

dengan mengarahkan para peserta didik  pada tujuan yang 

diharapkan. Sedangkan dampak pengiring  adalah akibat tidak 

langsung dari pembelajaran atau hasil belajar lainnya yang 

dihasilkan oleh suatu proses belajar mengajar, sebagai akibat 

terciptanya suasana belajar yang dialami oleh peserta didik  tanpa 

pengarahan dari guru. 
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c. Fase realisasi  

  Pada fase ini disusun suatu model pembelajaran sebagai 

lanjutan dari fase desain. Kegiatan yang dilakukan pada fase ini 

meliputi: (1) menyusun sintaks pembelajaran yang 

mengetengahkan urutan atau fase pembelajaran yang diharapkan 

dapat mengoptimalkan keterampilan metakognitif peserta didik, 

(2) menentukan lingkungan belajar atau sistem sosial, yaitu situasi 

atau suasana dan norma yang berlaku dalam model POKM, seperti 

peran guru dan aktivitas yang harus dilakukan peserta didik  selama 

pembelajaran berlangsung, (3) menyusun prinsip reaksi, yaitu 

memberikan gambaran kepada guru bagaimana harus 

memberikan intervensi kepada peserta didik  serta bagaimana 

memandang dan merespons setiap perilaku yang ditunjukkan oleh 

peserta didik  selama pembelajaran, (4) menentukan sistem 

pendukung, yaitu syarat/kondisi yang diperlukan agar model 

pembelajaran yang sedang dirancang dapat terlaksana, seperti 

setting kelas, sistem instruksional, perangkat pembelajaran, 

fasilitas belajar, dan media yang diperlukan dalam pembelajaran, 

(5) menyusun dampak dari pembelajaran. Model pembelajaran 

hasil dari fase ini selanjutnya disebut dengan prototipe-1. Adapun 

produk prototipe-1 model POKM tersebut diwujudkan dalam 

bentuk “Buku Model POKM”.  

d. Fase tes, evaluasi, dan revisi model pembelajaran 

   Fase ini difokuskan pada dua hal, yakni: (1) memvalidasi 

dan (2) mengadakan uji coba lapangan prototipe-1 (model POKM) 

beserta perangkat-perangkat dan instrumen-instrumen yang akan  

digunakan/yang telah disusun. Adapun kegiatan yang dilakukan 

pada fase ini secara rinci adalah sebagai berikut. 
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1)  Memvalidasi Prototipe-1 (model POKM)   

 Kegiatan yang dilakukan pada waktu memvalidasi model adalah 

sebagai berikut.  

a) Meminta pertimbangan ahli secara teoretis tentang kelayakan 

prototipe model pembelajaran yang telah disusun. Untuk 

kegiatan ini diperlukan instrumen berupa lembar validasi yang 

diserahkan kepada validator. 

b) Melakukan analisis terhadap hasil validasi dari validator. Jika 

hasil analisis menunjukkan prototipe-1 (model POKM): (1) valid 

tanpa revisi, maka kegiatan selanjutnya adalah uji coba 

lapangan,  (2) valid dengan revisi kecil, maka dilakukan revisi 

yang selanjutnya menghasilkan prototipe-2. Setelah diperoleh 

prototipe-2, dilakukan ujicoba lapangan, (3) tidak valid, maka 

dilakukan revisi besar sehingga diperoleh prototipe-2. 

Kemudian kembali pada kegiatan (a), yaitu meminta 

pertimbangan ahli. Disini ada kemungkinan terjadi siklus.  

2) Mengadakan uji coba lapangan 

Uji coba dilakukan untuk melihat apakah model pembelajaran 

yang dikembangkan (prototipe-2 yang telah dinyatakan valid) 

bersifat praktis dan efektif. Untuk melakukan kegiatan ini 

diperlukan suatu perangkat pembelajaran. Karena perangkat 

yang ada selama ini tidak memadai untuk pelaksanaan uji coba, 

maka disusun suatu perangkat pembelajaran untuk suatu topik 

tertentu yang sesuai dengan model POKM dan telah  melalui 

proses validasi. Untuk melihat kepraktisan dan keefektifan 

model pembelajaran, diperlukan suatu data. Untuk 

memperoleh data tersebut diperlukan suatu instrumen. 
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Sehingga disusun instrumen yang sesuai dengan tujuan yang 

diinginkan. Adapun kegiatan yang dilakukan pada waktu uji 

coba  adalah: (a) melakukan uji coba lapangan, (b) melakukan 

analisis terhadap hasil uji coba lapangan, (c) melakukan revisi 

berdasarkan hasil analisis dari hasil uji coba. 

Uji coba, analisis, dan revisi ini mungkin dilakukan lebih dari 

satu kali sampai diperoleh prototipe final model POKM yang 

memenuhi kriteria kepraktisan dan keefektifan, selain syarat 

kevalidan yang terlebih dahulu telah dipenuhi. Dalam proses uji 

coba ini, selain memperoleh model, juga diperoleh perangkat 

pembelajaran yang baik dan sesuai dengan model pembelajaran.  

e. Implementasi 

   Kegiatan yang dilakukan pada fase ini, meminta 

tanggapan dan koreksi dari guru tentang kelayakan prototipe 

model pembelajaran yang telah disusun dan uji coba I. Selanjutnya 

dilakukan revisi terhadap hasil tanggapan atau koreksi dari guru 

sebelum uji coba II.  

Untuk keperluan pengembangan model POKM ini, 

dibutuhkan perangkat pembelajaran. Perangkat pembelajaran 

yang dikembangkan adalah (1) rencana pelaksanaan pembelajaran 

(RPP), (2) buku peserta didik dan guru, (3) lembar kegiatan peserta 

didik  (LKPD), dan (4)  brosur strategi metakognitif. Berikut dibahas 

secara rinci tentang pengembangan perangkat pembelajaran.  

Pengembangan perangkat pembelajaran untuk model 

POKM ini, mengacu pada model pengembangan pendidikan umum 

dari Plomp (1997) yang terdiri dari beberapa fase yaitu (1) fase 

investigasi awal, (2) fase desain, (3) fase realisasi, dan (4) fase tes, 
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evaluasi, dan revisi, (5) Implementasi.  Berikut rincian dari kegiatan 

yang dilakukan selama pengembangan. 

a. Fase investigasi awal 

   Kegiatan yang dilakukan pada fase investigasi awal adalah 

mengembangkan perangkat pembelajaran yang sesuai dengan 

rancangan model POKM. Pada fase-1 ini dilakukan investigasi awal 

atau identifikasi terhadap kondisi saat ini, meliputi: (a) kondisi 

peserta didik, (b) kondisi guru, (c) tuntutan lingkungan terhadap 

pembelajaran, dan (d) kurikulum yang berlaku.  

 Perangkat pembelajaran yang dikaji pada fase-1 ini 

meliputi: (a) teori-teori pengembangan perangkat pembelajaran, 

(b) kondisi saat ini tentang perangkat-perangkat pembelajaran 

yang secara umum digunakan oleh guru, misalnya RPP, buku 

peserta didik dan guru, LKPD. Kondisi-kondisi ini seluruhnya akan 

dikaitkan dengan kemungkinan pengoptimalan keterampilan 

metakognisi peserta didik  dalam pembelajaran.  

  Data tentang pengembangan perangkat pembelajaran 

yang sesuai dengan model POKM yang akan dirancang, akan 

dikumpulkan dengan menggunakan instrumen penelitian. 

Kegiatan-kegiatan yang dilakukan pada tahap investigasi awal 

tentang instrumen yang dibutuhkan ini meliputi (a) teori -teori 

pengembangan instrumen yang difokuskan pada hanya teori-

teori yang mendukung pengembangan model POKM dan 

perangkat-perangkatnya, dan (b) kondisi saat ini yang terkait 

dengan pengembangan instrumen yang dibutuhkan, apakah 

sudah tersedia atau belum?, bilamana ya, apakah perlu 

dimodifikasi atau tidak?.  
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Untuk memperoleh model POKM yang berkualitas 

(valid, praktis, menarik, dan efektif), dalam proses 

pengembangan model dibutuhkan data tentang kevalidan, 

kepraktisan, kemenarikan, dan keefektifan. Dengan demikian 

dibutuhkan pula adanya alat pengumpul data kevalidan, 

kepraktisan, kemenarikan, dan keefektifan tersebut, sehingga 

jenis-jenis instrumen kevalidan, kepraktisan, kemenarikan, dan 

keefektifan sudah  dipikirkan pada fase-1 ini. Untuk maksud 

itulah sehingga secara garis besar ada 4 (empat) jenis instrumen 

yang diperlukan, yaitu instrumen kevalidan, instrumen 

kepraktisan, instrumen kemenarikan, dan instrumen 

keefektifan.  

b. Fase desain 

   Pada fase ini dirancang perangkat pembelajaran sesuai 

dengan model POKM. Perangkat-perangkat yang dirancang, yaitu 

RPP, buku peserta didik dan guru, LKPD, brosur keterampilan 

metakognitif. 

           Data  tentang  perangkat  yang  sementara  dikembangkan,  

dikumpulkan  dengan menggunakan  instrumen.  Istrumen  yang  

diperlukan  meliputi  instrumen  kevalidan, instrumen kepraktisan, 

instrumen kemenarikan, dan instrumen keefektifan.   

c. Fase realisasi  

  Pada fase ini dibuat/disusun suatu perangkat pembelajaran 

sesuai dengan model POKM. Perangkat pembelajaran hasil dari 

fase-3 ini selanjutnya disebut dengan prototipe-1. Perangkat-

perangkat yang dibuat tersebut meliputi: RPP, buku peserta didik 

dan guru, LKPD, dan brosur keterampilan metakognitif. Berikut 
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dijelaskan secara rinci tahap-tahap yang dilakukan dalam 

pengembangan perangkat-perangkat pembelajaran. 

1) Rencana pelaksanaan pembelajaran (RPP) 

Rencana pelaksanaan pembelajaran (RPP) yang disusun 

didasarkan pada komponen-komponen model POKM 

(prototipe-1) terutama komponen sintaks. RPP ini merupakan 

persiapan guru melaksanakan pembelajaran untuk tiap 

pertemuan dan berfungsi sebagai acuan untuk melaksanakan 

proses pembelajaran di kelas. Komponen utama RPP yang 

disusun mengikuti format RPP berdasarkan Kurikulum tahun 

2006 atau yang lebih dikenal dengan KTSP, yaitu (1) Kompetensi 

Dasar (KD), (2) Indikator Pencapaian Hasil Belajar, (3) Model 

Pembelajaran, (4) Metode Pembelajaran, (5) Sumber 

Pembelajaran, (6) Alat dan Bahan Pembelajaran, (7) Langkah-

langkah Kegiatan Pembelajaran, (8) Penilaian. Alasan 

menggunakan kurikulum tahun 2006 (KTSP), karena keempat 

SMA Negeri di Parepara masih menggunakan kurikulum 

tersebut, termasuk sekolah tempat uji coba lapangan. Perlu 

ditekankan bahwa kegiatan pembelajaran model POKM yang 

disusun, juga menggunakan penggabungan prinsip-prinsip 

“pembelajaran berpusat pada peserta didik  (student oriented)” 

dan “pembelajaran berpusat pada guru (teacher oriented)”. 

Dalam artian, model POKM dapat diterapkan pada 

pembelajaran yang berpusat pada peserta didik  maupun pada 

pembelajaran yang berpusat pada guru, baik secara terpisah 

maupun dalam bentuk penggabungan. Dalam proses 

pembelajaran, peserta didik  menempati posisi sentral sebagai 

subyek belajar. Keberhasilan tidak semata-mata diukur dengan 

penguasaan materi, tetapi juga sejauhmana kemampuan 
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peserta didik  menerapkan keterampilan metakognisinya dalam 

menyelesaikan tugas tertentu, serta meningkatkan kemampuan 

pemecahan masalah. 

2) Buku peserta didik  dan guru 

 Buku peserta didik  dan guru yang disusun mengacu pada 

komponen-komponen model POKM (prototipe-1) terutama 

komponen sintaks. Buku peserta didik  berfungsi sebagai panduan 

bagi peserta didik  dalam mengikuti proses pembelajaran dan buku 

guru berfungsi sebagai panduan bagi guru dalam mengelola 

pembelajaran. Penyajian materi dalam buku peserta didik  dan 

buku guru dirancang dalam bentuk perpaduan antara 

penyampaian materi secara langsung dan proses 

pengkonstruksian pegetahuan oleh peserta didik. Ciri khas buku 

peserta didik  dalam mode POKM adalah adanya pelatihan 

penerapan keterampilan metakognitif bagi peserta didik seperti: 

keterampilan memprediksi, keterampilan merencanakan, 

keterampilan memantau, dan keterampilan mengevaluasi.        

3) Lembar kegiatan peserta didik  (LKPD) 

Lembar kegiatan peserta didik  yang disusun juga 

didasarkan pada komponen-komponen model POKM 

(prototipe-1). LKPD dirancang dalam bentuk tugas-tugas yang 

dikerjakan secara berkelompok yang disertai pelatihan penerapan 

keterampilan metakognitif dalam mempelajari materi ajar dan 

menyelesaikan tugas tertentu, yang meliputi: keterampilan 

prediksi (prediction skills), keterampilan perencanaan (planning 

skills), keterampilan monitoring (monitoring skill), keterampilan 

evaluasi (evaluation skills).  
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4) Brosur keterampilan metakognisi   

Brosur keterampilan metakognitif yang disusun memuat 

keterampilan prediksi (prediction skills), keterampilan 

perencanaan (planning skills), keterampilan monitoring 

(monitoring skills), dan keterampilan evaluasi (evaluation skills) 

dalam menyelesaikan tugas tertentu. Contoh penerapan 

keterampilan metakognitif pada pembelajaran dalam 

menyelesaikan tugas tertentu yang meliputi: (1) memprediksi 

hasil yang akan diperoleh, (2) merencanakan penyelesaian tugas 

yang sedang dikerjakan, (3) mengawasi kemajuan pekerjaannya, 

dan (4) mengevaluasi kemajuan. 

d. Fase Tes, Evaluasi, dan Revisi.  

   Fase ini dimaksudkan untuk mengetahui tiga hal, yakni: (1) 

apakah perangkat pembelajaran (prototipe-1) yang telah didisain 

dan disusun secara rinci pada fase kedua dan ketiga sudah layak 

menurut pertimbangan ahli, (2) apakah secara praktis dapat 

diterapkan di kelas, dan (3) apakah tujuannya tercapai, yaitu 

mengoptimalkan keterampilan metakognitif dan meningkatkan 

kemampuan pemecahan masalah matematika peserta didik. 

Berikut dijelaskan secara rinci aktivitas yang dilakukan dalam fase 

ini. 

1) Kelayakan dari prototipe-1 di atas, dapat dilihat pada kegiatan 

awal fase ini. Kegiatan awal yang akan dilakukan adalah 

meminta pertimbangan ahli dan guru tentang perangkat 

pembelajaran prototipe-1 yang telah disusun. Kemudian 

dilakukan analisis terhadap hasil penilaian ahli. Hasil analisis 

terhadap hasil penilaian ahli ada 3 kemungkinan, yakni:  
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a) Hasil analisis menunjukkan bahwa perangkat yang 

dikembangkan layak tanpa revisi. Jika hasil analisis 

menunjukkan demikian, maka perangkat tersebut tidak direvisi 

dan sudah dapat langsung dilakukan uji coba lapangan untuk 

mengetahui kepraktisan, kemenarikan, dan keefektifannya.  

b) Hasil analisis menunjukkan bahwa perangkat yang 

dikembangkan layak dengan revisi. Jika demikian, maka 

dilakukan revisi sehingga diperoleh prototipe-2. Setelah 

diperoleh prototipe-2 dilakukan uji coba lapangan untuk 

mengetahui kepraktisan, kemenarikan, dan keefektifannya.  

c) Hasil analisis menunjukkan bahwa perangkat yang 

dikembangkan tidak layak. Jika hasil analisis menunjukkan 

demikian, maka dilakukan revisi sehingga diperoleh prototipe-

2. Setelah diperoleh prototipe-2, dilakukan validasi ulang oleh 

ahli/praktisi, untuk melihat kelayakannya. Di sini kemungkinan 

terjadi siklus. Siklus ini akan berhenti jika sudah diperoleh 

perangkat pembelajaran yang valid. 

2) Untuk melihat apakah perangkat pembelajaran yang telah valid 

tersebut juga mencapai hasil yang diinginkan dalam 

pelaksanaan di lapangan, maka dilakukan uji coba lapangan. 

Setelah uji coba lapangan, dilakukan analisis untuk melihat 

apakah perangkat-perangkat itu dapat diterapkan dengan baik 

dan apakah sudah memenuhi sifat praktis, menarik, dan efektif? 

Jika hasil menunjukkan belum mencapai tujuan tersebut, maka 

dilakukan revisi dan kembali melakukan uji coba lapangan. Pada 

saat ini juga ada kemungkinan terjadi siklus. Siklus akan 

berhenti jika sudah diperoleh perangkat pembelajaran yang 
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sesuai dengan yang diharapkan yakni sampai diperoleh 

prototipe final yang memenuhi kriteria yang telah ditetapkan.  

 Untuk  mengetahui  bahwa  model POKM  yang  

diperoleh berkualitas (valid, praktis, menarik dan efektif), dalam 

proses pengembangan model dibutuhkan data tentang 

kevalidan, kepraktisan, kemenarikan dan keefektifan. Untuk 

mengumpulkan data kevalidan, kepraktisan, kemenarikan dan 

keefektifan tersebut, dibutuhkan instrumen sebagai alat 

pengumpul data. Sehingga jenis-jenis instrumen kevalidan, 

kepraktisan, kemenarikan dan keefektifan perlu dikembangkan.  

Instrumen penelitian yang diperlukan ada empat jenis yaitu 

a) lembar observasi, (b) angket,  c) lembar tes, dan d) lembar 

validasi. Lembar observasi yang digunakan dalam penelitian ini ada 

dua yaitu: (1) lembar observasi aktivitas peserta didik, (2) lembar 

observasi keterlaksanaan pembelajaran model POKM. Angket 

meliputi: (1) angket respons peserta didik  tentang penerapan  

model POKM, (2) angket respons guru tentang model POKM, (3) 

angket respons peserta didik  terhadap LKPD, dan (4) angket 

kemenarikan peserta didik tentang model POKM. Lembar tes yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah lembar tes keterampilan 

metakognitif dalam pemecahan masalah matematika. Sedangkan 

lembar validasi yang digunakan dalam penelitian ini meliputi: (1) 

lembar validasi/penilaian model POKM, (2) lembar 

validasi/penilaian buku peserta didik dan guru, (3) lembar 

validasi/penilaian RPP, (3) lembar validasi/penilaian LKPD, (4) 

lembar validasi lembar observasi aktivitas guru, (6) lembar validasi 

lembar observasi aktivitas peserta didik dan guru, (7) lembar 

validasi angket  respons peserta didik, (8) lembar validasi angket 

kemenarikan peserta didik tentang model POKM, (9) lembar 
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validasi lembar observasi keterlaksanaan pembelajaran model 

POKM, (11) lembar validasi tes keterampilan metakognitif dalam 

pemecahan masalah matematika. Berikut dijelaskan secara rinci 

tahap-tahap yang dilakukan dalam realisasi dari pengembangan 

instrument (lembar observasi, angket, lembar tes, dan lembar 

validasi). 

(1) Realisasi lembar observasi 

 

Data tentang keterlaksanaan (kepraktisan) dan keefektifan 

model POKM dapat diperoleh dengan menggunakan lembar 

observasi. Oleh karena itu, pada fase-3 ini disusun lembar 

observasi.  Lembar observasi yang disusun meliputi: (1) lembar 

observasi keterlaksanaan model POKM, (2) lembar observasi 

aktivitas peserta didik.   Lembar observasi tersebut merupakan 

modifikasi dari lembar observasi yang telah dikembangkan oleh 

Ratumanan (2003), Jaeng (2004), Habibah (2006) dan Nurdin 

(2007). Modifikasi dilakukan  berdasarkan hasil diskusi dengan 

teman sejawat. Keempat lembar observasi tersebut masing-

masing mencakup tiga komponen, yaitu petunjuk, aspek-aspek 

pengamatan, dan hasil pengamatan. Komponen petunjuk 

mencakup cara pengisian lembar observasi terhadap aspek-

aspek yang diamati. Aspek-aspek pengamatan untuk lembar 

observasi aktivitas peserta didik  meliputi aktivitas yang 

mungkin dilakukan peserta didik  selama proses pembelajaran.  

Sedangkan untuk lembar observasi keterlaksanaan model 

POKM, aspek-aspek pengamatan meliputi keterlaksanaan 

sintaks, sistem sosial, dan prinsip reaksi, serta ketersediaan 

sistem pendukung.  
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(2) Realisasi angket respons peserta didik dan angket 

kemenarikan peserta didik terhadap Model POKM 

  

Data tentang respons atau tanggapan peserta didik  

terhadap pelaksanaan model POKM, respons peserta didik  

terhadap LKPD, respons peserta didik terhadap buku ajar, akan 

dikumpulkan dengan angket respons peserta didik. Sehingga 

pada fase-3 ini disusun/dibuat angket respons peserta didik  

yang  mencakup dua hal pokok, yaitu (1) respons peserta didik  

terhadap komponen-komponen pembelajaran model POKM, 

LKPD, dan buku peserta didik,  (2) respons peserta didik 

terhadap dampak penerapan model POKM, LKPD, dan buku 

peserta didik terhadap dirinya. Sedangkan untuk 

mengumpulkan data tentang kemenarikan peserta didik, 

dibutuhkan angket kemenarikan peserta didik. Data 

kemenarikan peserta didik dikumpulkan untuk mengukur 

kualitas model POKM. Sehingga pada fase-3 ini juga 

disusun/dibuat angket kemenarikan peserta didik .  

Sebelum angket ini digunakan, terlebih dahulu akan 

dilakukan validasi oleh beberapa orang validator. Melalui lembar 

validasi angket respons peserta didik, validator diminta untuk 

menganalisis dan menilai kejelasan aspek petunjuk, kesesuaian 

item-item pertanyaan dengan tujuannya, dan aspek 

penggunaan bahasa. Berdasarkan  hasil validasi tersebut 

dilakukan revisi, baik revisi kalimat maupun penggantian 

beberapa item pertanyaan. Angket hasil revisi ini selanjutnya 

siap untuk digunakan dalam uji coba pembelajaran dengan 

model POKM di sekolah. 
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(3) Realisasi lembar tes  

Data tentang hasil belajar akan dikumpulkan dengan 

menggunakan lembar tes. Oleh sebab itu pada fase-3 ini perlu  

disusun/dibuat lembar tes. Data hasil belajar dikumpulkan untuk 

mengukur keefektifan model POKM. Lembar tes hasil belajar 

yang disusun adalah tes keterampilan metakogntif dalam 

pemecahan masalah matematika yang meliputi: (1) memprediksi 

hasil yang akan diperoleh, (2) merencanakan penyelesaian tugas 

yang sedang dikerjakan,  (3) memantau pekerjaannya, (4) 

mengevaluasi kemajuan hasil yang akan diperoleh. Tes tersebut 

mancakup tiga komponen, yaitu kisi-kisi tes, butir-butir tes, dan 

rubrik penilaian. 

(4) Realisasi lembar validasi/penilaian 

 

Data tentang kevalidan model pembelajaran beserta 

perangkat-perangkatnya, akan dikumpulkan dengan 

menggunakan lembar angket validasi/penilaian. Oleh sebab itu, 

dalam fase-3 ini disusun angket/lembar validasi, yaitu (1) 

angket/lembar validasi penilaian model POKM, (2) 

angket/lembar validasi lembar observasi keterlaksanaan 

pembelajaran model POKM, (3) angket/lembar validasi lembar 

observasi pengelolaan pembelajaran dengan model POKM, (4) 

angket/lembar validasi lembar observasi aktivitas peserta didik 

dan guru , (5) angket/lembar validasi RPP, (6) angket/lembar 

validasi LKPD, (8) angket/lembar validasi angket respons 

peserta didik, (9) angket/lembar validasi tes keterampilan 

metakognitif dalam pemecahan masalah, dan (10) 

angket/lembar validasi angket kemenarikan peserta didik 

terhadap model POKM, (11) angket/lembar validasi penilaian 
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model POKM, (12) angket/lembar validasi penilaian buku peserta 

didik dan guru, (13) angket validasi penilaian LKPD, (14) 

angket/lembar validasi penilaian RPP.  

  

Isi dari angket/lembar validasi tersebut disusun 

berdasarkan teori-teori pengembangan instrumen dan teori-

teori tentang aspek-aspek yang akan divalidasi. Adapun tentang 

bentuknya, dimodifikasi dari format-format yang sudah ada 

yang dikembangkan oleh Ratumanan (2003), Jaeng (2004), 

Habibah (2006) dan Nurdin (2006). Modifikasi disesuaikan 

dengan tujuan penelitian dan dilakukan melalui hasil diskusi 

dengan teman sejawat yang telah dan sementara melakukan 

penelitian pengembangan. Mengingat angket/lembar validasi 

tersebut sudah bersifat lazim dan umum, sehingga hasil 

modifikasi yang diperoleh tidak lagi melalui proses validasi.  

 Seluruh kegiatan proses pengembangan model POKM 

beserta perangkat dan instrumen yang sesuai, sebagaimana 

telah diuraikan di atas dapat digambarkan dalam satu diagram 

alur yang telah dimodifikasi dari model PMKM oleh Nurdin 

(2016), berikut ini. 
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Gambar 3.1. Alur Kegiatan Pengembangan Model-POKM 
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Keterangan : 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

: Proses kegiatan 

 : Syarat/ kriteria produk  
 

: Hasil kegiatan  
 

: Alur utama kegiatan  
 

:  Kegiatan timbal balik antara tahapan 
pengembangan dengan 
implementasi yang tengah berjalan 

 

: Siklus tahapan bila diperlukan 
 
: Siklus kegiatan bila diperlukan 
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BAB IV 

JENIS-JENIS INSTRUMEN DALAM 

PENELITIAN PEMECAHAM 

MASALAH MATEMATIKA 

 

 

 

 

 

 
 

Jenis-jenis instrumen adalah sangat penting dalam sebuah 

kajian riset, termasuk riset tentang pemecahan masalah 

matematika. Terkait dengan instrumen, hal ini tentu saja akan 

menentukan kualitas data. Berikut adalah penjelasan tentang data. 

a.  Data tentang kevalidan model berupa pernyataan tentang 

kevalidan model yang dikembangkan. Sumber data adalah 

beberapa orang ahli yang kompeten dalam bidang 

pengembangan model pembelajaran.  

b.  Data dan sumber data tentang kepraktisan. Data berupa (1) 

pernyataan tentang dapat atau tidaknya model yang 

dikembangkan ini diterapkan dan (2)  hasil pelaksanaan 

pembelajaran, (3) hasil respon guru tentang model POKM. 

Sumber data tentang dapat atau tidaknya model yang 

dikembangkan ini diterapkan adalah beberapa orang ahli yang 

kompeten dalam bidang pengembangan model pembelajaran 

dan guru yang melaksanakan pembelajaran. Sumber data untuk 
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hasil pelaksanaan pembelajaran adalah proses pelaksanaan 

pembelajaran di kelas dengan menerapkan model POKM. 

Sumber data untuk hasil respon guru tentang model POKM 

adalah tanggapan guru terhadap model POKM.     

c. Data dan sumber data tentang kemenarikan model. Datanya 

berupa pernyataan menarik atau tidaknya model yang 

dikembangkan. Sumber data tentang menarik atau tidaknya 

model yang dikembangkan adalah setiap peserta didik  yang 

telah diajar dengan model POKM.  

d. Data dan sumber data tentang keefektifan model. Datanya 

berupa (1) hasil belajar, meliputi: kemampuan peserta didik 

dalam pemecahan masalah matematika, kemampuan peserta 

didik menerapkan keterampilan metakognitif dalam 

pemecahan masalah, ketuntasan peserta didik dalam belajar 

materi “Lingkaran”, (2) aktivitas peserta didik, (3) respons 

positif peserta didik terhadap pembelajaran. Data tentang 

aktivitas peserta didik ada 2 jenis yaitu (i) data aktivitas peserta 

didik dalam kegiatan pembelajaran dan (ii) data kesesuaian 

aktivitas peserta didik dengan aktivitas peserta didik ideal. 

Sumber data adalah peserta didik yang dikenai model 

pembelajaran yang sedang dikembangkan. Data tentang 

keefektifan diperoleh dari uji coba lapangan. Oleh karena itu 

data tersebut berkaitan langsung dengan data untuk 

pengembangan perangkat pembelajaran.  

  Selanjutnya, data dan sumber data yang diperlukan untuk 

pengembangan perangkat pembelajaran adalah sebagai berikut. 

a.  Data hasil penilaian ahli terhadap perangkat pembelajaran 

berupa pernyataan tentang kevalidan perangkat pembelajaran 

yang dikembangkan. Sumber data adalah beberapa orang ahli 
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yang kompeten dalam bidang pengembangan perangkat 

pembelajaran. 

b. Data hasil uji coba. Data berupa hasil pelaksanaan pembelajaran 

yaitu, meliputi keterlaksanaan pembelajaran, kemenarikan 

peserta didik, aktivitas peserta didik, dan respons peserta didik 

terhadap pelaksanaan pembelajaran dengan perangkat 

pembelajaran yang sesuai model POKM sedang dikembangkan. 

Data ini digunakan untuk mendukung dan menyimpulkan 

bahwa model POKM yang dikembangkan memenuhi kriteria 

kepraktisan, kemenarikan, dan keefektifan. Sumber data adalah 

proses pelaksanaan pembelajaran di kelas dengan 

menggunakan perangkat pembelajaran yang sesuai dengan 

model POKM.   

1. Instrumen kevalidan 

  Nilai kevalidan diperoleh dengan menggunakan instrumen 

meliputi: (1) angket/lembar validasi kevalidan model POKM,  

angket/lembar validasi kevalidan buku peserta didik dan guru, 

angket/lembar validasi kevalidan LKPD, angket/lembar validasi 

kevalidan RPP, (2) angket/lembar validasi kevalidan instrumen, 

yang meliputi: (a) angket validasi penilaian model POKM, (b) 

angket validasi lembar pengamatan keterlaksanaan model POKM, 

(c) angket validasi lembar pengamatan pengelolaan pembelajaran 

dengan model POKM, (d) angket validasi lembar pengamatan 

aktivitas peserta didik dalam pembelajaran dengan model POKM, 

(e) angket validasi lembar pengamatan aktivitas guru dalam 

pembelajaran dengan model POKM, (f) angket validasi tes 

keterampilan metakognitif dalam pemecahan masalah. Instrumen-

instrumen tersebut dimodifikasi dari instrumen-instrumen sejenis 

yang telah dikembangkan oleh Ratumanan (2003), Jaeng (2004), 
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Habibah (2006) dan Nurdin (2007). Semua instrumen tersebut 

sebelum digunakan terlebih dahulu divalidasi oleh beberapa orang 

pakar dan praktisi. Instrumen tersebut dapat digunakan untuk 

menilai model POKM apabila hasil analisis menunjukkan bahwa: (1) 

keseluruhan aspek lembar penilaian model dinilai valid, (2) lembar 

penilaian model reliabel, (3) memenuhi kevalidan dan reliabilitas.        

2.  Instrumen kepraktisan 

  Nilai kepraktisan diperoleh dengan menggunakan 2 (dua) 

instrument, yaitu (1) lembar pengamatan keterlaksanaan model 

POKM dan (2) angket respons guru tentang penerapan model 

POKM. Instrumen lembar pengamatan keterlaksanaan model 

POKM ini terdiri atas 5 (lima) komponen yaitu: (a) sintaks, (b) 

sistem sosial, (c) prinsip reaksi (perilaku guru), (d) sistem 

pendukung, (e) komentar/saran-saran. Sedangkan instrument 

angket respons guru tentang penerapan model POKM ini terdiri 

atas 16 item. 

  Sebelum instrumen ini digunakan untuk menilai 

kepraktisan model POKM terlebih dahulu divalidasi oleh beberapa 

orang pakar dan praktisi dalam bidang pendidikan. Instrumen 

tersebut dapat digunakan untuk menilai kepraktisan model POKM 

apabila hasil analisis penilaian pakar dan praktisi menunjukkan: (a) 

keseluruhan komponen lembar pengamatan keterlaksanaan 

model POKM dan angket respons guru tentang penerapan model 

POKM dinilai valid, (b) lembar pengamatan keterlaksanaan model 

POKM dan angket respons guru tentang penerapan model POKM 

reliabel, (3) memenuhi kevalidan dan reliabilitas. 
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3. Instrumen kemenarikan 

 

           Nilai kemenarikan diperoleh dengan menggunakan 

instrument berupa lembar angket kemenarikan model POKM 

dengan skala Guttman. Angket kemenarikan peserta didik ini 

dibuat untuk memperoleh salah satu jenis data pendukung kriteria 

model POKM berkualitas. Angket tersebut berisi petunjuk dan 

aspek-aspek kemenarikan peserta didik, yang terdiri atas 5 (lima) 

komponen meliputi (1) perhatian terhadap pembelajaran, (2) 

ketertarikan terhadap pembelajaran, (3) percaya diri dalam 

mengikuti pembelajaran,  (4) kepuasan terhadap pelaksanaan 

pembelajaran, (5) kesadaran sendiri dalam belajar.  Dari lima 

komponen  disebar menjadi 19 item. Item-item tersebut terdiri dari 

pernyataan berupa pernyataan favorabel. Setiap 

item memiliki dua alternatif jawaban dengan skor yang berbeda-

beda, dengan perincian 1 untuk jawaban “Ya”, 0 untuk 

jawaban “Tidak”.    

 Sebelum angket tersebut digunakan terlabih dahulu dinilai 

oleh beberapa pakar dan praktisi dibidang pendidikan. Angket 

tersebut dapat digunakan apabila hasil penilaian pakar dan praktisi 

diperoleh kesimpulan bahwa: (1) seluruh komponen angket 

kemenarikan peserta didik  dinilai valid, (2) angket kemenarikan 

peserta didik tentang penerapan model POKM reliabel,  (3) 

memenuhi kevalidan dan reliabilitas,  (4) angket kemenarikan 

peserta didik tentang penerapan model POKM dapat digunakan 

dengan revisi kecil. 
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4. Instrumen keefektifan     

 Nilai keefektifan model POKM diperoleh dengan 

menggunakan instrument berupa: (a) tes kemampuan pemecahan 

masalah matematika dan tes keterampilan metakognitif dalam 

pemecahan masalah matematika (b) lembar pengamatan aktivitas 

peserta didik, (c) angket respons peserta didik  tentang 

(penerapan model POKM, buku peserta didik, LKPD). Instrumen 

keefektifan yang akan dikembangkan diuraikan sebagai berikut. 

 

a. Tes kemampuan pemecahan masalah dan tes keterampilan 

metakognitif dalam pemecahan masalah matematika 

 

 Tes kemampuan pemecahan masalah dan tes 

keterampilan metakognitif dalam pemecahan masalah dibuat 

dengan tujuan untuk memperoleh informasi tentang kemampuan 

pemecahan masalah dan kemampuan peserta didik menerapkan 

keterampilan metakognitif dalam pemecahan masalah 

matematika pokok bahasan ”Lingkaran” setelah mengikuti 

kegiatan pembelajaran dengan model POKM. Tes ini dibuat dalam 

bentuk satu paket, disusun dengan mengacu pada kompetensi 

dasar dan indikator pemecahan masalah, indikator keterampilan 

metakognitif dalam pemecahan masalah matematika yang 

tercantum pada RPP model POKM. Tes kemampuan pemecahan 

masalah dan tes keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah terdiri dari 6 nomor soal yang berbentuk tes kinerja. Setiap 

soal kemampuan pemecahan masalah mencakup 4 (empat) 

indikator kemampuan pemecahan masalah yakni: (1) memahami 

masalah, (2) merencanakan penyelesaian masalah, (3) 

menyelesaikan masalah, (4) memeriksa kembali jawaban, dan 

setiap soal keterampilan metakognitif dalam pemecahan masalah 

mencakup 4 (empat) indikator yakni: (1) memprediksi keadaan 
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soal, (2) merencanakan penyelesaian soal, (3) melaksanakan 

rencana penyelesaian soal (memantau), dan (4) mengevaluasi 

kembali hasil penyelesaian. 

 

 Sebelum tes ini digunakan terlebih dahulu dilakukan 

penilaian oleh beberapa pakar dan praktisi di bidang pendidikan. 

Tes tersebut dapat digunakan apabila hasil penilaian pakar dan 

praktisi diperoleh kesimpulan bahwa: (1) keseluruhan komponen 

tes kemampuan pemecahan masalah matematika dan tes 

keterampilan metakognitif dalam pemecahan masalah valid, (2) 

tes kemampuan pemecahan masalah matematika dan 

keterampilan metakognitif dalam pemecahan masalah reliabel, (3) 

memenuhi kevalidan dan reliabilitas, (4) tes kemampuan 

pemecahan masalah matematika dan keterampilan metakognitif 

dalam pemecahan masalah dapat digunakan dengan revisi kecil. 

 

b. Lembar pengamatan aktivitas peserta didik      

Lembar  pengamatan  aktivtas peserta didik  disusun untuk 

memperoleh salah satu jenis data pendukung keefektifan model 

POKM. Instrumen ini mencakup tiga komponen, yaitu: petunjuk, 

delapan indikator aktivitas peserta didik, dan tabel untuk mencatat 

frekuensi aktivitas peserta didik  setiap 3 menit. Delapan indikator 

aktivitas peserta didik  yang mungkin yaitu: (1) siap mengikuti 

kegiatan pembelajaran, mencatat topik pelajaran, memahami 

manfaat pelajaran, memahami tujuan pembelajaran, mengingat 

kembali pelajaran sebelumnya, dan memahami prosedur 

pembelajaran, (2) memperhatikan penjelasan guru tentang 

komponen keterampilan metakognitif dan materi pelajaran, dan 

bertanya/mendiskusikan materi pelajaran dan langkah-langkah 

penerapan keterampilan metakognitif, serta melengkapi catatan, 
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(3) melakukan latihan menerapkan komponen keterampilan 

metakognitif dalam pemecahan masalah, (4) mengerjakan tugas 

yang diberikan dengan tetap menerapkan keterampilan 

metakognitif, (5) meminta bimbingan guru jika ada hal-hal yang 

kurang dipahami dalam proses mengerjakan tugas latihan, dan 

memperhatikan umpan balik yang disampaikan oleh guru, (6) 

melakukan latihan secara mandiri dengan menyelesaikan soal 

sambil menerapkan keterampilan metakognitif, (7) melakukan 

kegiatan lain dalam tugas, misalnya menunjukkan gerakan seperti 

sedang berpikir, memperhatikan pekerjaan teman, (8) melakukan 

kegiatan lain di luar tugas, misalnya tidak memperhatikan 

penjelasan guru, atau melakukan aktivitas yang tidak berkaitan 

dengan  kegiatan pembelajaran (ngantuk, tidur, ngobrol, 

melamun, dan sebagainya). Sebelum digunakan instrumen 

tersebut, terlebih dahulu dinilai oleh beberapa orang pakar dan 

praktisi. Instrumen tersebut dapat digunakan apabila hasil 

penilaian pakar dan praktisi diperoleh kesimpulan bahwa: (1) 

keseluruhan komponen lembar pengamatan aktivitas peserta didik 

dinilai valid, (2) lembar pengamatan pengamatan aktivitas peserta 

didik reliabel, (3) memenuhi kevalidan dan reliabilitas, (4) lembar 

pengamatan aktivitas peserta didik dapat digunakan dengan revisi 

kecil. 

c. Angket respons peserta didik   

1) Angket respons peserta didik tentang pembelajaran dengan 

model POKM           

Angket respons peserta didik  ini dibuat untuk 

memperoleh salah satu jenis data pendukung keefektifan model 

POKM. Angket tersebut berisi petunjuk dan aspek-aspek 

pembelajaran yang menjadi objek respons peserta didik, yang 
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terdiri atas tujuh komponen yaitu: (1) pendapat peserta didik 

terhadap komponen kegiatan belajar mengajar, (2) kesulitan yang 

dialami peserta didik mempelajari materi pelajaran dan 

mengerjakan LKPD, (3) kesulitan yang dialami peserta didik 

menerapkan strategi belajar dalam memahami materi 

(memprediksi, merencanakan, memantau, dan mengevaluasi), (4) 

kemajuan yang dirasakan peserta didik (misalnya lebih termotivasi 

dan mudah untuk belajar, hasil belajar lebih baik dan sebagainya) 

setelah belajar dengan cara seperti yang dialami,  (5) yang lebih 

menarik dan bermanfaat bagi peserta didik, kegiatan belajar 

mengajar dengan menggunakan model POKM atau kegiatan 

belajar mengajar seperti yang dilaksanakan  sebelumnya, (6) 

pendapat peserta didik tentang penggunaan model POKM pada 

pembelajaran selanjutnya, (7) komentar pesrta didik  terhadap 

buku peserta didik, (8) pendapat peserta didik terhadap lembar 

kegiatan peserta didik (LKPD). Dari  delapan komponen disebar 

dalam 16 indikator. Setiap item memilki dua alternatif jawaban 

dengan skor yang berbeda-beda, dengan perincian 1 untuk jawaban 

“Ya” dan 0 untuk jawaban “Tidak. 

           Sebelum angket tersebut digunakan terlabih dahulu dinilai 

oleh beberapa pakar dan praktisi dibidang pendidikan. Angket 

tersebut dapat digunakan apabila hasil penilaian pakar dan praktisi 

diperoleh kesimpulan bahwa: (1) seluruh komponen angket 

respons peserta didik  tentang penerapan model POKM dinilai 

valid, (2) angket respons peserta didik tentang penerapan model 

POKM reliabel,  (3) memenuhi kevalidan dan reliabilitas,  (4) angket 

respons peserta didik  tentang penerapan model POKM dapat 

digunakan dengan revisi kecil. 
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2) Angket respons peserta didik tentang buku peserta didik    

 Angket respons peserta didik ini dibuat untuk memperoleh 

salah satu jenis data pendukung keefektifan model POKM. Angket 

tersebut berbentuk skala Guttman yang berisi petunjuk dan aspek-

aspek konstruksi buku peserta didik yang meliputi: (1) bahasa, (2) 

istilah, (3) urutan materi, (4) kepraktisan, dan (5) kemenarikan, dan 

tercakup dalam lima item. Setiap item memiliki pat alternatif 

jawaban dengan skor yang berbeda-beda, dengan perincian  1 

jawaban “Ya” dan 0 untuk jawaban “Tidak”.  Setiap item Angket ini 

tidak divalidasi karena menggunakan instrumen valid yang 

dikembangkan oleh Ilham (2004) dan Nurdin (2007). 

 

3) Angket respons peserta didik tentang LKPD    

  Angket respons pesrta didik ini dibuat untuk memperoleh 

salah satu jenis data pendukung keefektifan model POKM. Angket 

tersebut berisi petunjuk dan aspek-aspek konstruksi LKPD yang 

meliputi: (1) bahasa, (2) kemenarikan, (3)  manfaatnya untuk 

motivasi, (4) keterbacaan gambar/garfik, (5) kesesuaian dengan 

materi, dan (6) rasionalitas alokasi waktu, dan tercakup dalam 

enam item. Instrumen ini tidak divalidasi karena menggunakan 

instrumen valid yang dikembangkan oleh Ilham (2004) dan Nurdin 

(2007). 
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BAB V 

ANALISIS DATA DALAM 

PEMECAHAN MASALAH 

MATEMATIKA 

 

 

 

 

 

 
 

Data hasil validasi dianalisis untuk menjawab apakah model 

pembelajaran dan perangkat pembelajaran valid atau tidak, dan 

apakah secara teoretis model dan perangkat pembelajaran yang 

sedang dikembangkan dapat dilaksanakan di kelas atau tidak. Hasil 

validasi terhadap model pembelajaran dapat secara langsung 

memvalidasi perangkat pembelajaran. Hal itu dikarenakan model 

pembelajaran dan perangkat pembelajaran dikembangkan 

bersama-sama. Sedangkan data hasil uji coba di kelas digunakan 

untuk menjawab apakah model POKM dan perangkat yang sedang 

dikembangkan praktis atau tidak, menarik atau tidak, dan apakah 

efektif atau tidak untuk mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif dan meningkatkan kemampuan pemecahan masalah 

matematika peserta didik.  

Analisis data tentang kevalidan, kepraktisan, 

kemenarikan dan keefektifan masing-masing dikemukakan 

sebagai berikut: 
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Analisis data kevalidan model POKM 

Kegiatan yang dilakukan dalam proses analisis data 

kevalidan model POKM mengacu pada Borich (Nurdin, 2016) 

sebagai berikut. 

a. Melakukan rekapitulasi terhadap semua pernyataan validator ke 

dalam tabel  yang meliputi: a) aspek (Ai), b) kriteria (Ki), c) hasil 

penilaian validator (Vji) 

b. Mencari rerata hasil validasi dari semua validator untuk setiap 

kriteria dengan rumus: 

  
n

V

K

n

j

ij

i


=

=
1

 ,  dengan:   

=iK  rerata kriteria ke i  

ijV = skor hasil penilaian terhadap kriteria ke- i  oleh 

validator ke- j  

=n  banyaknya validator 

c. Mencari rerata tiap aspek dengan rumus: 

n

K

A

n

j

ij

i


=

=
1

 , dengan:      

         =iA  rerata aspek ke i , 

 =ijK  rerata untuk aspek ke i  kriteria  ke j , 

  =n   banyaknya kriteria dalam aspek ke  i . 
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d. Mencari rerata total ( X ) dengan rumus: 

 
n

A

X

n

i

i
== 1  , dengan: 

   X = rerata total,  

 =iA  rerata aspek ke i , 

   =n  banyaknya aspek. 

e. Menentukan kategori validitas setiap kriteria atau setiap aspek 

atau keseluruhan aspek  dengan mencocokan rerata kriteria (

iK ) atau rerata aspek ( iA )  atau rerata total ( X )  dengan 

kategori validitas yang ditetapkan.  

f. Kategori validitas setiap kriteria, setiap aspek, atau keseluruhan 

aspek ditetapkan seperti pada Tabel 5.1. berikut. 

        Tabel 5.1. Kategori Kevalidan 

Rerata Skor ( X )             Kategori  

3,5   X ≤  4 

2,5   X  <  3,5 

1,5   X  < 2,5 

           X    1,5 

 Sangat Valid 

 Valid 

 Cukup Valid 

 Tidak Valid 

 

Keterangan: 

M  =  iK  untuk mencari validitas setiap kriteria, 

M     =  iA  untuk mencari validitas setiap aspek,  

M     = X  untuk mencari validitas keseluruhan aspek. 

Untuk memutuskan bahwa model POKM memiliki derajat 

validitas yang memadai digunakan kriteria (i) nilai X  untuk 
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keseluruhan aspek minimal berada dalam kategori “cukup valid”, 

dan (ii) nilai iA  untuk setiap aspek minimal berada dalam kategori 

“valid”. Apabila tidak demikian,  maka perlu dilakukan revisi 

berdasarkan saran para validator atau dengan melihat kembali 

aspek-aspek yang nilainya kurang. Selanjutnya dilakukan validasi 

ulang lalu dianalisis kembali. Demikian seterusnya sampai 

memenuhi nilai M minimal berada di dalam kategori valid. 

Selanjutnya dihitung reliabilitas lembar penilaian model 

POKM menggunakan hasil modifikasi rumus percentage of 

agreements dari Emmer &  Millett dan Borich (Nurdin, 2016) 

sebagai berikut. 

Percentage of Agreements %A B
A B

 −= − 
  + 
1 100  

Keterangan:  

A = The larger frequency counts of observer, 

B = The smaller frequency counts of observer. 

Rumus Percentage of Agreements  di atas dimodifikasi 

Nurdin (2016) menjadi rumus reliabilitas: 

  R %A B
A B

 −= − 
  + 
1 100  

Keterangan: 

R = Koefisien reliabilitas, 

A =  Penilian maksimum dari validator, 

B =  Penilaian minimum dari validator.  
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Lembar penilaian Model-POKM dikatakan reliabel jika nilai 

realiabilitasnya  

( R ) ≥ 0,75 Borich (Nurdin, 2016) 

Analisis data kepraktisan model POKM 

Data kepraktisan model POKM diperoleh dari (a) hasil 

pengamatan keterlaksanaan model POKM secara umum dari dua 

observer dan (b) hasil angket respons guru tentang penerapan 

model POKM.   

a. Aktivitas yang dilakukan dalam proses analisis data 

keterlaksanaan model POKM  adalah sebagai berikut. 

(1) Melakukan rekapitulasi hasil pengamatan keterlaksanaan 

model POKM ke dalam tabel yang meliputi: 1) aspek (Ai), 2) 

kriteria (Ki). 

(2)   Mencari rerata setiap aspek pengamatan setiap pertemuan 

dengan rumus: 

n

K

A

n

j

ij

mi


=

=
1

 ,  dengan: 

=miA  rerata aspek ke i  pertemuan ke m , 

=ijK  hasil pengamatan untuk aspek ke i  kriteria  ke j , 

=n   banyaknya kriteria dalam aspek ke  i . 

(3) Mencari rerata setiap aspek pengamatan untuk n  kali 

pertemuan dengan rumus: 
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n

A

A

n

m

mi

i


== 1 , dengan: 

iA  = rerata aspek ke i  

miA  = rerata aspek ke i  pertemuan ke m  

(4)  Mencari rerata total berupa rerata semua aspek )(X  dengan 

rumus 

n

A

X

n

i

i
== 1 , dengan: 

X  = rerata semua aspek, 

=iA  rerata aspek ke i , 

n  =  banyaknya aspek. 

(5)  Menentukan  kategori  keterlaksanaan setiap aspek  atau 

keseluruhan aspek model POKM dengan mencocokkan rerata 

setiap aspek ( iA ) atau rerata total aspek ( X ) dengan 

kategori yang ditetapkan. 

(6)  Kategori keterlaksanaan setiap aspek atau keseluruhan aspek 

model POKM ditetapkan seperti pada Tabel 5.2. berikut. 

        Tabel 5.2. Kategori Keterlaksanaan Model POKM 

Rerata Skor M             Kategori  

1,5   M ≤  2,0 

0,5   M <  1,5 

0,0   M < 0,5 

Terlaksana Seluruhnya 

Terlaksana Sebagian 

Tidak Terlaksana 
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Keterangan: 

M =  iA  untuk mencari validitas setiap aspek,  

M = X  untuk mencari validitas keseluruhan aspek. 

Kriteria yang digunakan untuk memutuskan bahwa model 

POKM memiliki derajat keterlaksanaan (T) yang memadai adalah 

nilai iA  dan X  minimal berada dalam kategori “terlaksana 

sebagian”, berarti model tidak direvisi. Apabila nilai T berada di 

dalam kategori lainnya, maka perlu dilakukan revisi dengan melihat 

kembali aspek-aspek yang nilainya kurang. Selanjutnya dilakukan 

kembali pengamatan terhadap pembelajaran model POKM hasil 

revisi, lalu dianalisis kembali. Demikian seterusnya sampai 

memenuhi nilai T minimal berada dalam kategori sebagian besar 

yang terlaksana. 

Selanjutnya dihitung reliabilitas lembar pengamatan 

keterlaksanaan model POKM dengan menggunakan rumus  

percentage of agreements (Grinnell dalam Nurdin, 2016) sebagai 

berikut: 

Percentage of Agreement (R) = 

% 100 x 
(A) Agreements  )(

)(

+DntsDisagreeme

AAgreements
  

Keterangan: 

A  adalah besarnya frekuensi kecocokan antara data dua 

pengamat, 

D  adalah besarnya frekuensi yang tidak cocok antara data 

dua pengamat, 

R  adalah  koefisien (derajat) reliabilitas instrumen.  
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Kriteria keterlaksanaan model pembelajaran dikatakan 

reliabel jika nilai realiabilitasnya ( R ) ≥ 0,75 (Borich dalam Nurdin, 

2016). 

b. Aktivitas yang dilakukan dalam proses analisis data respons 

guru tentang penerapan  model POKM  adalah sebagai berikut. 

 Kegiatan yang dilakukan untuk menganalisis data respons 

guru  tentang penerapan model POKM melalui langkah-langkah 

sebagai berikut. 

1) Menghitung persentase respons positif dari guru sesuai dengan 

aspek yang ditanyakan. 

2) Menentukan kategori untuk respons positif guru dengan cara 

mencocokkan hasil persentase dengan kriteria yang ditetapkan. 

3) Jika hasil analisis menunjukkan bahwa respons guru belum 

positif, maka dilakukan revisi terhadap perangkat yang tengah 

dikembangkan terkait dengan aspek-aspek yang nilainya 

kurang. 

Kriteria yang ditetapkan untuk menyatakan bahwa guru  

memiliki respons positif terhadap pembelajaran model POKM, 

apabila guru memberi respons positif minimal 70% jumlah aspek 

yang ditanyakan. Respons positif guru terhadap penerapan model 

POKM dikatakan tercapai apabila kriteria respons positif guru 

terpenuhi. 

Selanjutnya kriteria yang ditetapkan untuk menyatakan 

bahwa model POKM bersifat praktis, jika standar keterlaksanaan 

model POKM dan respons guru tentang penerapan model POKM 

terpenuhi.   
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Analisis data kemenarikan model POKM 

Kegiatan yang dilakukan untuk menganalisis data 

kemenarikan, yakni melalui langkah-langkah sebagai berikut. 

1) Menghitung banyak peserta didik  yang menyatakan tertarik 

sesuai dengan aspek yang ditanyakan. 

2) Menghitung persentase dari (1). 

3) Menentukan kategori untuk ketertarikan peserta didik  dengan 

cara mencocokkan hasil  persentase dengan kriteria yang 

ditetapkan. 

4) Jika hasil analisis menunjukkan bahwa ketertarikan peserta didik  

terhadap model yang dikembangkan belum memenuhi kriteria 

minimal, maka dilakukan revisi terhadap perangkat yang tengah 

dikembangkan atau memberikan arahan kepada guru terkait 

dengan aspek-aspek yang nilainya kurang.   

  Kriteria yang ditetapkan untuk menyatakan bahwa para 

peserta didik  memiliki ketertarikan terhadap pembelajaran model 

POKM adalah lebih dari 50% dari mereka yang menyatakan tertarik 

terhadap minimal 70% jumlah aspek yang ditanyakan. 

Analisis data keefektifan model POKM 

Data kefektifan model POKM yang akan dianalisis terdiri 

dari 4 komponen keefektifan, yaitu (1) hasil belajar peserta didik , 

(2) aktivitas peserta didik, (3) respons peserta didik  terhadap 

pembelajaran model POKM. Sehingga, kegiatan analisis data 

terhadap ketiga komponen itu adalah sebagai berikut. 
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a.   Analisis hasil belajar peserta didik  

1)  Analisis kemampuan pemecahan masalah peserta didik  

 Analisis dilakukan terhadap  skor-skor  yang diperoleh 

peserta didik  dari tes kemampuan pemecahan masalah 

matematika yang diberikan di akhir pembelajaran dengan 

menggunakan rubrik seperti pada Tabel 5.3 berikut. 

Tabel 5.3. Rubrik Penyekoran Hasil Tes Kinerja Pemecahan Masalah 

Matematika 

ASPEK YANG 

DINILAI 

REAKSI TERHADAP SOAL/MASALAH SKOR 

Memahami 

Masalah 

• Tidak memahami soal/tidak ada 

jawaban 

0 

• Tidak memperhatikan syarat-syarat 

soal/cara interpretasi soal kurang 

tepat 

1 

• Memahami soal dengan baik 2 

Merencanaka

n 

Penyelesaian 

• Tidak ada rencana strategi 

penyelesaian 

0 

• Ada Strategi yang direncanakan 

kurang tepat 

1 

• Menggunakan satu strategi 

tertentu tetapi mengarah pada 

jawaban yang salah 

2 

• Menggunakan satu strategi 

tertentu tetapi tidak dapat 

dilanjutkan 

3 
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• Menggunakan beberapa strategi 

yang benar dan mengarah pada 

jawaban yang benar. 

4 

Menyelesaika

n Masalah 

• Tidak ada penyelesaian 0 

• Ada penyelesaian, tetapi prosedur 

tidak benar jelas  

1 

• Menggunakan satu prosedur 

tertentu dan mengarah pada 

jawaban yang benar. 

2 

• Menggunakan satu prosedur 

tertentu yang benar tetapi salah 

salah dalam menghitung 

3 

• Menggunakan prosedur tertentu 

yang benar dan hasil benar.  

4 

Memerika 

Kembali 

• Tidak ada pemeriksaan jawaban 0 

• Pemeriksaan hanya pada jawaban 

(perhitungan) 

1 

• Pemeriksanaan hanya pada proses 2 

• Pemeriksaan pada proses dan 

jawaban 

3 

(Zakaria Efendi, 2007) 

 Adapun langkah-langkah kegiatan analisis data 

kemampuan pemecahan  masalah adalah sebagai berikut. 

1) Menentukan skor untuk masing-masing soal tes dengan 

menggunakan rubrik yang sudah disiapkan.  

2) Mencari rerata skor dengan menggunakan rumus: 
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n

S

X

n

i

i
== 1 , dengan: 

 X  = rerata skor, 

 =iS  skor soal ke i , 

  n  =  banyaknya soal. 

3) Menentukan kategori kemampuan pemecahan masalah 

matematika dengan mencocokkan rerata skor  ( X )  

dengan kategori yang ditetapkan.  

4) Kategori kemampuan pemecahan masalah ditetapkan 

seperti padas Tabel 5.4 berikut:  

Tabel 5.4. Kategori Kemampuan Pemecahan Masalah Peserta Didik  

Rerata Skor ( X )             Kategori  

3,5   X ≤  4 

2,5   X  <  3,5 

1,5   X  < 2,5 

0,5   X    1,5 

 X    0,5 

 Sangat Tinggi 

 Tinggi 

 Sedang 

 Rendah 

Sangat Rendah 

(Zakaria Efendi, 2007) 

 

Standar pencapaian hasil belajar dalam aspek kemampuan 

pemecahan masalah dikatakan terpenuhi apabila kemampuan 

peserta didik  dalam aspek tersebut dalam kategori minimal 

“sedang”. Kemampuan pemecahan masalah matematika 

dikatakan meningkat apabila terdapat perbedaan skor 

kemampuan pemecahan masalah matematika sebelum uji coba 

model POKM (pre-test) dengan skor kemampuan pemecahan 
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masalah matematika setelah uji coba model POKM (pos-test) 

secara signifikan. Perbedaan skor kemampuan pemecahan 

masalah matematika tersebut dapat dihitung dengan 

menggunakan metode Pre-Experimental Designs, dengan bentuk 

desain One-Group Pretest-Postest Design.  

O1 X O2 

 

O1 : Nilai pretest sebelum uji coba model POKM  

O2 : Nilai posttest setelah uji coba model POKM  

Perbedaaan skor kemampuan pemecahan masalah 

matematika sebelum uji coba model POKM (pre-test) dengan skor 

kemampuan pemecahan masalah matematika setelah uji coba 

model POKM (pos-test) = (O2 - O1) 

Analisis statistik yang digunakan adalah analisis statistik 

inferensial uji-t (t-test) dengan rumus. 

𝑡 =
�̅�

𝑆𝐵

√𝑛
⁄

 

Keterangan :             (Tiro, 2008: 249)  

 �̅� : Rata-rata selisih pretest dan postest 

SB : Standar deviasi 

n : Jumlah sampel 

Kriteria yang digunakan untuk memutuskan bahwa 

terdapat perbedaan yang signifikan antara skor kemampuan 

pemecahan masalah matematika sebelum uji coba model POKM 

(pre-test) dengan skor kemampuan pemecahan matematika 
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setelah uji coba model POKM (pos-test), adalah jika p < α atau thitung 

≤ t(1-α) tabel maka “ tidak terdapat perbedaan yang signifikan antara 

skor kemampuan pemecahan masalah matematika sebelum uji 

coba model POKM (pre-test) dengan skor kemampuan pemecahan 

matematika setelah uji coba model POKM (pos-test), dan 

sebaliknya,  jika thitung > t(1-α) tabel maka “terdapat perbedaan yang 

signifikan antara skor kemampuan pemecahan sebelum uji coba 

model POKM (pre-test) dengan skor kemampuan pemecahan 

masalah matematika setelah uji coba model POKM (pos-test). 

2) Analisis ketuntasan belajar 

Analisis dilakukan terhadap skor yang diperoleh peserta 

didik  dari Tes Hasil Belajar  (THB) yang diberikan setelah semua 

materi tuntas dibahas.  Analisis hasil belajar peserta didik diarahkan 

pada pencapaian ketuntasan individu dan ketuntasan klasikal. Jika 

seorang peserta didik  memperoleh skor  75 maka peserta didik 

yang bersangkutan mencapai ketuntasan individu. Jika minimal 

75% peserta didik  mencapai skor minimal 75, maka ketuntasan 

klasikal telah tercapai. 

3) Analisis kemampuan mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan masalah matematika  

 Analisis dilakukan terhadap  skor-skor  yang diperoleh 

peserta didik  dari tes kemampuan mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan masalah matematika yang 

diberikan di akhir pembelajaran. Karena tes ini berbentuk tes 

kinerja, maka pensekoran dilakukan dengan menggunakan rubrik 

kinerja dengan kriteria seperti para Tabel 5.5 berikut. 
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Tabel 5.5. Rubrik Penyekoran Hasil Tes Kinerja Penerapan 

Keterampilan Metakognitif  

Aspek Yang 

Dinilai 

Reaksi Terhadap Soal/Masalah Skor 

Memprediksi • tidak ada komponen keterampilan 

memprediksi yang jelas. 

0 

• ada komponen keterampilan 

memprediksi, tetapi tidak sesuai 

untuk memecahkan masalah. 

1 

• ada komponen keterampilan 

memprediksi yang tepat dan 

sistematis untuk memecahkan 

masalah. 

2 

Merencanakan • tidak ada komponen keterampilan 

merencanakan yang jelas. 

0 

• ada komponen keterampilan 

merencanakan tetapi tidak sesuai 

untuk memecahkan masalah. 

1 

• ada komponen keterampilan 

merencanakan yang sesuai, tetapi 

proses tersebut belum jelas, untuk 

memecahkan masalah. 

2 

• ada komponen keterampilan 

merencanakan yang sesuai, belum 

sistematis untuk memecahkan 

masalah. 

3 

• ada komponen keterampilan 

merencanakan yang tepat dan 

sistematis untuk memecahkan 

masalah. 

4 
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Memonitoring •  tidak ada komponen keterampilan 

memonitoring   yang jelas. 

0 

• ada komponen keterampilan 

memonitoring tetapi tidak sesuai 

untuk memecahkan masalah. 

1 

• ada komponen keterampilan 

memonitoring yang sesuai, tetapi 

proses tersebut belum jelas, untuk 

memecahkan masalah.  

2 

 • ada komponen keterampilan 

memonitoring yang sesuai untuk 

memecahkan masalah. 

3 

• ada komponen keterampilan 

memonitoring yang tepat dan 

sistematis untuk memecahkan 

masalah. 

4 

Mengevaluasi •  tidak ada komponen keterampilan 

mengevaluasi  yang jelas. 

0 

• ada komponen keterampilan 

mengevaluasi tetapi tidak sesuai 

untuk memecahkan masalah. 

1 

• ada komponen keterampilan 

mengevaluasi yang sesuai, tetapi 

proses tersebut belum jelas, untuk 

memecahkan masalah.  

2 

• ada komponen keterampilan 

mengevaluasi yang sesuai untuk 

memecahkan masalah. 

     3 
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Adapun langkah-langkah kegiatan analisis data 

keterampilan metakognitif peserta didik  dalam menyelesaikan 

masalah adalah sebagai berikut. 

1) Menentukan skor untuk masing-masing soal tes dengan 

menggunakan rubrik yang sudah disiapkan.  

2) Mencari rerata skor dengan menggunkan rumus: 

   
n

S

X

n

i

i
== 1 , dengan: 

 X  = rerata skor, 

 =iS  skor soal ke i , 

  n  =  banyaknya soal. 

3) Menentukan kategori kemampuan mengoptimalkan 

keterampilan metakognitif dalam menyelesaikan masalah 

matematika dengan mencocokkan rerata skor  ( X )  dengan 

kategori yang ditetapkan.  

4) Kategori kemampuan mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif dalam  menyelesaikan masalah ditetapkan 

seperti pada Tabel 5.6 berikut. 

        Tabel. 3.6. Kategori Kemampuan Keterampilan Metakognitif  

Rerata Skor ( X )              Kategori  

3,5   X ≤  4 

2,5   X  <  3,5 

1,5   X  < 2,5 

0,5   X    1,5 

 X    0,5 

 Sangat Tinggi 

 Tinggi 

 Sedang 

 Rendah 

 Sangat Rendah 

        Zakaria Efendi (2007) 



 
 

78 Pemecahan Masalah Matematika 

 

 Standar pencapaian hasil belajar dalam aspek kemampuan 

mengoptimalkan keterampilan metakognitif dalam menyelesaikan 

masalah dikatakan terpenuhi apabila kemampuan peserta didik  

dalam aspek tersebut dalam kategori minimal “sedang”.  

 Sedangkan pencapaian hasil belajar secara umum 

dikatakan terpenuhi jika ketiga aspek tersebut (kemampuan 

pemecahan masalah, standar kemampuan mengoptimalkan 

keterampilan  metakognitif dalam menyelesaikan masalah 

matematika, ketuntasan belajar) sudah tercapai. 

b. Analisis data aktivitas peserta didik   

Data hasil observasi aktivitas peserta didik selama kegiatan 

pembelajaran berlangsung dianalisis dan dideskripsikan. Untuk 

mencari rata-rata frekuensi dan rata-rata persentase waktu yang 

digunakan peserta didik  melakukan aktivitas selama kegiatan 

pembelajaran ditentukan melalui langkah-langkah menurut Nurdin 

(2016) sebagai berikut. 

1) Hasil pengamatan aktivitas peserta didik  untuk setiap indikator 

dalam satu kali pertemuan ditentukan frekuensinya dan dicari 

rata-rata frekuensi dari dua orang pengamat. Selanjutnya 

ditentukan frekuensi rata-rata dari rata-rata frekuensi untuk 

beberapa kali pertemuan.  

2) Mencari persentase frekuensi setiap indikator dengan cara 

membagi besarnya frekuensi dengan jumlah frekuensi untuk 

semua indikator. Kemudian hasil pembagian dikalikan dengan 

100%. Selanjutnya dicari rata-rata persentase waktu untuk 

beberapa kali pertemuan dan dimasukkan dalam tabel rata-rata 

persentase.  
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Selanjutnya persentase waktu untuk setiap indikator 

dirujuk terhadap kriteria pencapaian waktu ideal aktivitas peserta 

didik  dan guru sebagai berikut. 

a) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk mengikuti 

kegiatan pembelajaran meliputi: mencatat topik pelajaran, 

memahami manfaat pelajaran, memahami tujuan 

pembelajaran, mengingat kembali pelajaran sebelumnya, dan 

memahami prosedur pembelajaran adalah 10 menit atau 11% dari 

waktu yang tersedia pada setiap pertemuan, sehingga batas 

toleransi pencapaian waktu ideal (PWI) aktivitas peserta didik  

untuk indikator tersebut ditetapkan dari 6% sampai dengan 16%. 

b) Waktu ideal  yang digunakan peserta didik  untuk 

memperhatikan penjelasan guru tentang komponen 

keterampilan metakognitif dan materi pelajaran, dan 

bertanya/mendiskusikan materi pelajaran dan langkah-langkah 

penerapan keterampilan metakognitif, serta melengkapi 

catatan adalah 20 menit atau 22 % dari waktu yang tersedia pada 

setiap pertemuan, sehingga batas toleransi pencapaian waktu 

ideal aktivitas peserta didik  untuk indikator tersebut ditetapkan 

dari 17% sampai dengan 27%. 

c) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk melakukan 

latihan menerapkan komponen keterampilan metakognitif 

dalam pemecahan masalah adalah 20 menit atau 22% dari waktu 

yang tersedia pada setiap pertemuan, sehingga batas toleransi 

pencapaian waktu ideal aktivitas peserta didik  untuk indikator 

tersebut ditetapkan dari 17% sampai dengan 27% . 

d) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk mengerjakan 

tugas yang diberikan dengan tetap menerapkan Keterampilan 
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Metakognitif adalah 10 menit atau 11% dari waktu yang tersedia 

pada setiap pertemuan. Sehingga batas toleransi pencapaian 

waktu ideal aktivitas peserta didik  untuk indikator ini 

ditetapkan dari 6% sampai dengan 16% . 

e) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk meminta 

bimbingan guru jika ada hal-hal yang kurang dipahami dalam 

proses mengerjakan tugas latihan, dan memperhatikan umpan 

balik yang disampaikan oleh guru adalah 15 menit atau 17% dari 

waktu yang tersedia pada setiap pertemuan, sehingga batas 

toleransi pencapaian waktu ideal aktivitas peserta didik  untuk 

indikator tersebut ditetapkan dari 12% sampai dengan 22% . 

f) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk melakukan 

latihan secara mandiri dengan menyelesaikan soal sambil 

menerapkan keterampilan metakognitif adalah 10 menit atau 

11% dari waktu yang tersedia pada setiap pertemuan, sehingga 

batas toleransi pencapaian waktu ideal aktivitas peserta didik  

untuk indikator tersebut ditetapkan dari 6% sampai dengan 16%. 

g) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk melakukan 

kegiatan lain dalam tugas, misalnya menunjukkan gerakan 

seperti sedang berpikir, memperhatikan pekerjaan teman 

adalah 0 menit atau 0% dari waktu yang tersedia pada setiap 

pertemuan, sehingga batas toleransi pencapaian waktu ideal 

aktivitas peserta didik  untuk indikator tersebut ditetapkan dari 

0% sampai dengan 5%. 

h) Waktu ideal yang digunakan peserta didik  untuk melakukan 

kegiatan lain di luar tugas, misalnya tidak memperhatikan 

penjelasan guru, atau melakukan aktivitas yang tidak berkaitan 

dengan  kegiatan pembelajaran (ngantuk, tidur, ngobrol, 
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melamun, dan sebagainya) adalah 0 menit atau 0% dari waktu 

yang tersedia pada setiap pertemuan, sehingga batas toleransi 

pencapaian waktu ideal aktivitas peserta didik  untuk indikator 

tersebut ditetapkan dari 0% sampai dengan 5%. 

i) Aktivitas peserta didik  dikatakan ideal, apabila enam dari 

delapan kriteria batas toleransi pencapaian waktu ideal yang 

digunakan dipenuhi. Dengan catatan kriteria batas toleransi 1, 2, 

3, 4, 5 dan 6 harus dipenuhi. Hal ini berdasarkan pertimbangan: 

kegiatan 1, 2, 3, 4, 5 dan 6 merupakan kegiatan inti dalam 

pembelajaran dibandingkan dengan kegiatan lainnya.  

Tabel 5.7. Kriteria Pencapaian Waktu Ideal Aktivitas Peserta Didik  

No. 
Kategori 

Aktivitas Peserta Didik  

Waktu 

Ideal 

Interval 

Toleransi 

PWI (%) 

Kriteria 

1. Siap mengikuti kegiatan 

pembelajaran, mencatat topik 

pelajaran, memahami manfaat 

pelajaran, memahami tujuan 

pembelajaran, mengingat 

kembali pelajaran sebelumnya, 

dan memahami prosedur 

pembelajaran.  

 

11 % dari 

WT 

 

 
6 – 16 

 

 

 

 

2. Memperhatikan penjelasan 

guru tentang komponen 

keterampilan metakognitif dan 

materi pelajaran, dan 

bertanya/mendiskusikan 

materi pelajaran dan langkah-

langkah penerapan 

22 % dari 

WT 
17 – 27 

 

 

Lima 

dari  1, 

2, 3, 4, 

5, 6, 7, 

dan 8 

dipenu

hi dan 
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keterampilan metakognitif, 

serta melengkapi catatan. 

1, 2, 3, 4 

, 5 dan 

6  

harus 

dipenu

hi 

 

3. Melakukan latihan 

menerapkan komponen 

keterampilan metakognitif 

dalam pemecahan masalah. 

22% dari WT  

 17-27 

 

4. Mengerjakan tugas yang 

diberikan dengan tetap 

menerapkan Keterampilan 

Metakognitif.  

11% dari 

WT 

 
6-16 

 

  5. Meminta bimbingan guru jika 

ada hal-hal yang kurang 

dipahami dalam proses 

mengerjakan tugas latihan, dan 

memperhatikan umpan balik 

yang disampaikan oleh guru. 

17 % dari 

WT 12 – 22 

 

 

6. Melakukan latihan secara 

mandiri dengan menyelesaikan 

soal sambil menerapkan 

keterampilan metakognitif. 

11 % dari 

WT 

6 - 16 

7. Melakukan kegiatan lain dalam 

tugas, misalnya menunjukkan 

gerakan seperti sedang 

berpikir, memperhatikan 

pekerjaan teman.  

0 % dari 

WT 

0 - 5 

8. Melakukan kegiatan lain di luar 

tugas, misalnya tidak 

memperhatikan penjelasan 

guru, atau melakukan aktivitas 

yang tidak berkaitan dengan  

kegiatan pembelajaran 

(ngantuk, tidur, ngobrol, 

melamun, dan sebagainya). 

0 % dari 

WT 
 

0 – 5 
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(Modifikasi dari model PMKM oleh Nurdin, 2016)  

Keterangan:    

PWI adalah persentase waktu indikator, 

WT adalah waktu tersedia pada setiap pertemuan. 

c.  Analisis data respons peserta didik  terhadap penerapan model 

POKM 

Data berupa respons peserta didik  terhadap penerapan 

model POKM teridir dari tiga bagian, yakni: (1) respons peserta 

didik  terhadap pembelajaran, (2) respons peserta didik  terhadap 

buku bahan ajar, (3) respons peserta didik  terhadap LKPD.  

Kegiatan yang dilakukan untuk menganalisis data respons 

peserta didik  dalam tiga bagian tersebut relatif sama, yakni melalui 

langkah-langkah sebagai berikut. 

1) Menghitung banyak peserta didik  yang memberi respons 

positif sesuai dengan aspek yang ditanyakan. 

2) Menghitung persentase dari (1). 

3) Menentukan kategori untuk respons positif peserta didik  

dengan cara mencocokkan hasil  persentase dengan kriteria 

yang ditetapkan. 

4) Jika hasil analisis menunjukkan bahwa respons peserta didik  

belum positif, maka dilakukan revisi terhadap perangkat 

yang tengah dikembangkan atau memberikan arahan 

kepada guru terkait dengan aspek-aspek yang nilainya 

kurang. 
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Kriteria yang ditetapkan untuk menyatakan bahwa para 

peserta didik  memiliki respons positif terhadap pembelajaran 

model POKM, buku bahan ajar, dan LKPD adalah lebih dari 50% dari 

mereka memberi respons positif terhadap minimal 70% jumlah 

aspek yang ditanyakan. 

Respons positif peserta didik terhadap penerapan model 

POKM dikatakan tercapai apabila kriteria respons positif peserta 

didik untuk ketiga aspek (pembelajaran, buku bahan ajar dan LKPD 

terpenuhi. 

Selanjutnya kriteria yang ditetapkan untuk menyatakan 

bahwa model POKM bersifat efektif standar kefektifan model, 

yakni (1) standar hasil belajar, (2) standar aktivitas peserta didik, 

dan (3) standar respons peserta didik dipenuhi  
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BAB VI 

PERANGKAT RISET PEMECAHAN 

MASALAH MATEMATIKA 

 

 

 

 

 

 

RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-1 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  : 1. Persamaan Lingkaran 

Sub Materi   :1.1. Persamaan Lingkaran yang Berpusat  

di (0,0) & Jari-jari r.  

1.2. Kedudukan Suatu Titik terhadap (0,0) 

&Jari-jari r. 

Pertemuan  : ke - 1 (I) 

Alokasi Waktu  : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

• Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi 

persyaratan yang ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  
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II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik diharapkan 

dapat: 

1. Memprediksi prasyarat menentukan persamaan lingkaran yang 

berpusat di (0,0) dan jari-jari r dan kedudukan suatu titik 

terhadap lingkaran tersebut. 

2. Merencanakan rumus untuk menentukan persamaan lingkaran 

yang berpusat di (0,0) dan jari-jari r dan kedudukan suatu titik 

terhadap lingkaran tersebut.  

3. Memantau proses menentukan persamaan lingkaran yang 

berpusat di (0,0) dan jari-jari r dan kedudukan suatu titik 

terhadap lingkaran tersebut. 

4. Mengevaluasi hasil proses menentukan persamaan lingkaran 

yang berpusat di (0,0) dan jari-jari r dan kedudukan suatu titik 

terhadap lingkaran tersebut. 

 

III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah 

 

V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru, LKPD-1, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 

VI. Alat dan Bahan:  

 Buku Berpetak/Kertas Grafik, Mistar, Jangka 
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VII. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fase I: 10 menit)) 

1.   Mempersiapkan peserta didik belajar dengan membagikan 

perangkat pembelajaran yang berupa Buku Peserta Didik, 

LKPD-1, dan Brosur Keterampilan Metakognitif.  

2.   Menyampaikan prosedur pembelajaran dengan model POKM. 

3.   Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  

4.  Memotivasi peserta didik dengan menyampaikan kegunaan 

lingkaran dalam kehidupan nyata.  

5.  Melakukan apersepsi dengan mengingatkan kembali materi-

materi prasyarat, yaitu bagian-bagian lingkaran, khususnya 

diameter dan jari-jari lingkaran.  

 

B.  Kegiatan Inti (Fase II-IV: 65 menit) 

1. Menjelaskan beberapa komponen keterampilan metakognitif 

yang akan digunakan untuk membantu memecahkan masalah 

dengan baik, seperti memprediksi, merencanakan, 

memantau, dan mengevaluasi pelajaran (Fase II:10 menit) 

2.   Mempresentasikan materi persamaan lingkaran yang berpusat 

di (0,0) dan jari-jari r sambil meminta peserta didik untuk 

menerapkan beberapa komponen ketrampilan metakognitif 

misalnya memprediksi, merencanakan, memantau, dan 

mengevaluasi melalui contoh soal 1, 2, dan 3 pada Buku Peserta 

Didik halaman 4, 5 dan 6 (Fase II: 15 menit) 

3.  Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan masalah) 

(Fase III: 15 menit).  

4.  Guru meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-1 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 
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menerapkan keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah, seperti memprediksi, merencanakan, memantau, dan 

mengevaluasi  (Fase IV : 15 menit) 

5.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif dalam 

pemecahan masalah, kemudian guru memberikan umpan 

balik terhadap hasil pekerjaan peserta didik. (Fase IV: 10 

menit) 

 

C. Penutup (Fase V: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman  dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari.   

2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik di akhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 1 pada Buku Peserta Didik halaman 7. (Fase 

V) 

 

VIII. Penilaian 

 

1. Teknik Penilaian : Tes tertulis  

2. Bentuk Instrumen : Uraian 

3. Instrumen  :  

 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0,0) dan 

panjang jari-jari 15; 
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RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-2 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  :1. Persamaan Lingkaran 

Sub Materi :1.3. Persamaan Lingkaran yang Berpusat 

di (a,b) dan Jari-jari r. 

1.4. Kedudukan Suatu Titik 

terhadapLingkaran  yang Berpusat di (a,b) 

danJari-jari r. 

Pertemuan    : ke - 2 (II) 

Alokasi Waktu  : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

• Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi 

persyaratan yang ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  

II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik diharapkan 

dapat: 

1. Memprediksi prasyarat menentukan persamaan lingkaran 

yang berpusat di 

(a,b) dengan jari-jari r dan posisi titik terhadap lingkaran yang 

berpusat di (a,b) dengan jari-jari r. 

2. Merencanakan rumus menentukan persamaan lingkaran yang 

berpusat di 

(a,b) dengan jari-jari r dan posisi titik terhadap lingkaran yang 

berpusat di (a,b) dengan jari-jari r. 
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3. Memantau proses penggunaan rumus menentukan 

persamaan lingkaran yang berpusat di (a,b) dengan jari-jari r 

dan posisi titik terhadap lingkaran yang berpusat di (a,b) 

dengan jari-jari r. 

4. Mengevaluasi hasil prose menentukan persamaan lingkaran 

yang berpusat di (a,b) dengan jari-jari r dan  posisi titik terhadap 

lingkaran yang berpusat di (a,b) dengan jari-jari r. 

 

III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah. 

 
V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru,  LKPD-2, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 

VI. Alat dan Bahan:  

Kertas Grafik, Mistar, dan Jangka. 

 

VII. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fase I: 10 menit) 

1. Mempersiapkan peserta didik belajar dengan meminta peserta 

didik menyiapkan perangkat pembelajaran yang sudah 

dibagikan pada pertemuan sebelumnya (Buku Peserta didik, 

LKPD-2, dan Brosur Strategi Metakognitif).  

2.   Mengingatkan kembali prosedur pembelajaran dengan model 

POKM. 
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3. Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  

4.  Memotivasi peserta didik dengan menyampaikan kegunaan 

lingkaran dalam kehidupan nyata. 

5.  Melalukan apersepsi dengan mengingatkan kembali materi-

materi sebelumnya serta kaitannya dengan materi: (a) 

persamaan lingkaran yang berpusat di (a,b) dan jari-jari r dan 

(b) kedudukan suatu titik terhadap lingkaran  yang berpusat di 

(a,b) dan jari-jari r .  

 

B.  Kegiatan Inti (Fase II – IV: 65 menit) 

1.  Menjelaskan kembali beberapa komponen keterampilan 

metakognitif yang akan digunakan untuk membantu 

memahami materi dengan baik, seperti memprediksi, 

merencanakan, memantau dan mengevalusai pelajaran. (Fase 

II: 10 menit) 

2.  Mempresentasikan materi persamaan lingkaran yang berpusat 

di (a,b) dan jari-jari r, sambil meminta peserta didik untuk 

menerapkan komponen-komponen keterampilan 

metakognitif, misalnya memprediksi, merencanakan, 

memantau dan mengevaluasi melalui contoh soal 4,  5, 6, 

7pada Buku Peserta didik halaman 8, 9, 10 (Fase III: 15 menit ) 

3. Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan masalah) 

(Fase III: 15 menit). 

4.  Meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-2 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 

menerapkan ketrampilan metakognitif dalam memecahkan 

masalah, misalnya memprediksi, merencanakan, memantau 

dan mengevaluasi. (Fase IV: 15 menit) 
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5.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif dalam 

memahami materi dan pemecahan masalah, kemudian guru 

memberikan umpan balik terhadap hasil pekerjaan peserta 

didik. (Fase IV: 10  menit) 

  

C. Penutup (Fase V: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman  dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari. 

2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik diakhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 2 pada Buku Peserta Didik halaman 11 (Fase 

V). 

 

VII. Penilaian 

 

1. Teknik   : Tes tertulis 

2. Bentuk Instrumen : Uraian 

3. Instrumen  : 

 

a. Tentukan persamaan lingkaran berpusat di A(3,4) dan 

panjang jari-jari 10; 

b. Tentukan persamaan lingkaran dengan diameter ruas garis 

AB jika diketahui titik A(3,5) dan titik B(-9,7) ! 
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RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-3 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  : 1. Persamaan Lingkaran 

Sub Materi  : 1. 5. Bentuk Umum Persamaan Lingkaran 

Pertemuan  : ke - 3 (III) 

Alokasi Waktu  : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

• Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi 

persyaratan yang ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  

 

II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik diharapkan 

dapat: 

1. Memprediksi prasyarat menentukan pusat dan jari-jari 

lingkaran yang persamaannya diketahui dan persamaan 

lingkaran yang memenuhi kriteria tertentu. 

2. Merencanakan rumus menentukan pusat dan jari-jari lingkaran 

yang persamaannya diketahui dan persamaan lingkaran yang 

memenuhi kriteria tertentu.  

3. Memantau proses penggunaan rumus menentukan pusat dan 

jari-jari lingkaran yang persamaannya diketahui dan persamaan 

lingkaran yang memenuhi kriteria tertentu. 
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4. Mengevaluasi hasil proses menentukan pusat dan jari-jari 

lingkaran yang persamaannya diketahui dan persamaan 

lingkaran yang memenuhi kriteria tertentu. 

 

III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah 

 

V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru,  LKPD-3, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 

VI. Alat dan Bahan:  

 Kertas Grafik, Mistar, dan Jangka 

 

VII. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fase I: 10 menit) 

1. Mempersiapkan peserta didik belajar dengan meminta peserta 

didik menyiapkan perangkat pembelajaran yang sudah 

dibagikan pada pertemuan sebelumnya (Buku Peserta didik, 

LKPD-3, dan Brosur Strategi Metakognitif).  

2.   Mengingatkan kembali prosedur pembelajaran dengan model 

POKM. 

3. Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  

4. Memotivasi peserta didik dengan dengan menyampaikan 

kegunaan lingkaran dalam kehidupan nyata. 
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5.   Melalukan apersepsi dengan mengingatkan kembali materi-

materi sebelumnya serta kaitannya dengan materi bentuk 

umum persamaan lingkaran. 

 

B.  Kegiatan Inti (Fase II-IV: 65 menit) 

1.  Menjelaskan kembali beberapa komponen keterampilan 

metakognitif yang akan digunakan untuk membantu 

memahami materi dengan baik, seperti memprediksi, 

merencanakan, memantau, dan mengevaluasi pelajaran. 

(Fase II: 10 menit) 

2.  Mempresentasikan materi bentuk umum persamaan lingkaran, 

sambil meminta peserta didik untuk menerapkan komponen 

keterampilan metakognitif, misalnya memprediksi dan 

merencanakan melalui contoh soal 8, 9, 10, 11, 12  pada Buku 

Peserta Didik halaman 12, 13, 14 (Fase II: 15 menit) 

3. Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan masalah) 

(Fase III: 15 menit). 

4. Guru meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-3 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 

menerapkan keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah, misalnya memprediksi, merencanakan, memantau, 

dan mengevaluasi. (Fase IV: 15 menit) 

5.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif peserta 

didik memahami materi dan pemecahan masalah, kemudian 

guru memberikan umpan balik terhadap hasil pekeraan 

peserta didik (Fase IV: 10 menit) 
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C. Penutup (Fase V: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman  dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari.  

2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik diakhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 2 pada Buku Peserta didik halaman 15 (Fase 

V). 

VII. Penilaian 

 

1. Teknik  : Tes tertulis 

2. Bentuk Instrumen : Uraian 

3. Instrumen  : 

 

Tentukan titik pusat dan panjang jari-jari lingkaran dengan 

persamaan x2 + y2 – 4x + 6y – 12 = 0 ! 
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RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-4 

 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  : 1. Persamaan Lingkaran 

Sub Materi  : 1. 6. Posisi Garis terhadap Suatu 

Lingkaran 

    Pertemuan : ke - 4 (IV) 

Alokasi Waktu : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

• Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi 

persyaratan yang  ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  

 

II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik diharapkan 

dapat: 

1. Memprediksi prasyarat menentukan posisi garis terhadap 

lingkaran tertentu dengan menggunakan rumus jarak dan 

menentukan posisi garis terhadap lingkaran tertentu dengan 

menggunakan diskriminan. 

2. Merencanakan cara menentukan posisi garis terhadap 

lingkaran tertentu dengan menggunakan rumus jarak dan 

menentukan posisi garis terhadap lingkaran tertentu dengan 

menggunakan diskriminan 
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3. Memantau proses menentukan posisi garis terhadap lingkaran 

tertentu dengan menggunakan rumus jarak dan menentukan 

posisi garis terhadap lingkaran tertentu dengan menggunakan 

diskriminan 

4. Mengevaluasi hasil proses menentukan posisi garis terhadap 

lingkaran tertentu dengan menggunakan rumus jarak dan 

menentukan posisi garis terhadap lingkaran tertentu dengan 

menggunakan diskriminan 

 

III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah. 

 
V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru, LKPD-4, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 

VI. Alat dan Bahan:  

 Kertas Grafik, Mistar, dan Jangka. 

 

VII. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fae I: 10 menit)  

1. Mempersiapkan peserta didik belajar dengan meminta peserta 

didik menyiapkan perangkat pembelajaran yang sudah 

dibagikan pada pertemuan sebelumnya (Buku Peserta didik, 

LKPD-4, dan Brosur Strategi Metakognitif).  

2.   Mengingatkan kembali prosedur pembelajaran dengan model 

POKM. 
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3. Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  

4.   Memotivasi peserta didik dengan melalukan apersepsi dengan 

mengingatkan kembali materi-materi sebelumnya serta 

kaitannya dengan materi posisi garis terhadap lingkaran.  

 

B.  Kegiatan Inti (Fase II-IV: 65 menit) 

1.  Menjelaskan kembali beberapa komponen keterampilan 

metakognitif yang akan digunakan untuk membantu 

memahami materi dengan baik, seperti memprediksi, 

merencanakan, memantau, dan mengevaluasi materi 

pelajaran (Fase II: 10 menit) 

2.  Guru mempresentasikan (a) materi posisi suatu garis terhadap 

lingkaran yang berpusat di (0,0) dan jari-jari r dengan 

menggunakan konsep jarak, (b) posisi suatu garis terhadap 

lingkaran yang berpusat di (0,0) dan jari-jari r dengan 

menggunakan konsep diskriminan, sambil meminta peserta 

didik untuk menerapkan  komponen-komponen keterampilan 

metakognitif, misalnya merencanakan, memantau, dan 

mengevaluasi melalui contoh soal 13, 14 pelajaran dari materi 

pada Buku Peserta Didik halaman 17, 18 (Fase II: 15 menit) 

3. Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan masalah) 

(Fase III: 15 menit). 

4.  Guru meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-3 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 

menerapkan keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah, misalnya memprediksi, merencanakan, memantau, 

dan mengevaluasi. (Fase IV: 15 menit) 
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5.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif peserta 

didik memahami materi dan pemecahan masalah, kemudian 

guru memberikan umpan balik terhadap hasil pekeraan 

peserta didik (Fase IV: 10 menit) 

 

C. Penutup (FaseV: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari.  

2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik diakhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 2 pada Buku Peserta didik halaman 19 (Fase 

V). 

 

VII. Penilaian 

 

1. Teknik   : Tes 

2. Bentuk Instrumen : Tes tertulis 

3. Instrumen  : 

 

 

Tentukan kedudukan titik (3,5) terhadap lingkaran (x – 1)2 + (y – 

2)2 = 4 ! 

 



 
 

Pemecahan Masalah Matematika 101 

 

RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-5 

 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  : 2. Garis Singgung Lingkaran 

Sub Materi   : 2.1. Persamaan Garis Singgung Lingkaran 

yang Berpusat di (0,0) dan Jari-jari r.  

2.2. Persamaan Garis Singgung Lingkaran 

yang Berpusat di (a,b)  dan Jari-jari r. 

Pertemuan  : ke - 5 (V) 

Alokasi Waktu  : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

• Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi 

persyaratan yang ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  

 

II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik diharapkan 

dapat: 

1. Memprediksi prasyarat persamaan garis singgung yang melalui 

satu titik pada lingkaran berpusat di (0,0) dengan jari-jari r dan 

persamaan garis singgung yang melalui satu titik pada 

lingkaran berpusat di (a,b) dengan jari-jari r .  

2. Merencanakan  rumus persamaan garis singgung yang melalui 

satu titik pada lingkaran berpusat di (0,0) dengan jari-jari r dan 
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persamaan garis singgung yang melalui satu titik pada 

lingkaran berpusat di (a,b) dengan jari-jari r 

3. Memantau proses menentukan persamaan garis singgung 

yang melalui satu titik pada lingkaran berpusat di (0,0) dengan 

jari-jari r dan persamaan garis singgung yang melalui satu titik 

pada lingkaran berpusat di (a,b) dengan jari-jari r 

4. Mengevaluasi hasil proses menentukan persamaan garis 

singgung yang melalui satu titik pada lingkaran berpusat di 

(0,0) dengan jari-jari r dan persamaan garis singgung yang 

melalui satu titik pada lingkaran berpusat di (a,b) dengan jari-

jari r 

 

III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah 

 
V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru,  LKPD-5, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 
VI. Alat dan Bahan:  

Kertas Grafik, Mistar, dan Jangka. 

 

VII. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fase I: 10 menit)  

1. Mempersiapkan peserta didik belajar dengan meminta peserta 

didik menyiapkan perangkat pembelajaran yang sudah 
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dibagikan pada pertemuan sebelumnya (Buku Peserta didik, 

LKPD-5, dan Brosur Strategi Metakognitif).  

2.   Mengingatkan kembali prosedur pembelajaran dengan model 

POKM. 

3. Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  

4.   Memotivasi peserta didik dengan melalukan apersepsi dengan 

mengingatkan kembali materi-materi sebelumnya serta 

kaitannya dengan materi: (a) persamaan garis singgung 

lingkaran yang berpusat di (0,0) dan jari-jari r dan (b)  

persamaan garis singgung lingkaran yang berpusat di (a,b) dan 

jari-jari r.  

 

B.  Kegiatan Inti (Fase II-IV: 65 menit) 

1.  Menjelaskan kembali beberapa komponen keterampilan 

metakognitif yang akan digunakan untuk membantu 

memahami materi dengan baik, seperti memprediksi, 

merencanakan, memantau, dan mengevaluasi pelajaran (Fase 

II: 10 menit) 

2.  Guru mempresentasikan materi tentang (a) persamaan garis 

singgung lingkaran yang berpusat di (0,0) dan jari-jari r dan (b)  

persamaan garis singgung lingkaran yang berpusat di (a,b) 

dan jari-jari r, sambil meminta peserta didik untuk 

menerapkan komponen-komponen keterampilan 

metakognitif, misalnya memprediksi, merencanakan, 

memantau, dan mengevaluasi melalui contoh soal 15,  16, 17     

pada Buku Peserta didik halaman 21, 23 (Fase II: 15 menit) 

3. Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan 

masalah) (Fase III: 15 menit). 
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3.  Guru meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-5 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 

menerapkan keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah, misalnya memprediksi, merencanakan, memantau, 

dan mengevaluasi. (Fase IV: 15 menit) 

4.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif peserta 

didik memahami materi dan pemecahan masalah, kemudian 

guru memberikan umpan balik terhadap hasil pekeraan 

peserta didik (Fase IV: 10 menit) 

  

C. Penutup (Fase V: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari.  

2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik diakhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 2 pada Buku Peserta didik halaman 24 

(Fase V). 

 

VII. Penilaian 

 

1. Teknik  : Tes 

2. Bentuk Instrumen : Tes tertulis 

3. Instrumen  : 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran : x2 + y2 + 4x – 6y – 

23 = 0 di titik    (-2, 9). 
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RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-6 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  : 2. Garis Singgung Lingkaran 

Sub Materi  : 2.3. Garis Singgung Lingkaran dengan 

Gradien Tertentu  

Pertemuan  : ke - 6 (VI) 

Alokasi Waktu  : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

• Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi 

persyaratan yang ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  

 

II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik 

diharapkan dapat: 

1. Memprediksi prasyarat persamaan garis singgung yang 

gradiennya diketahui dan persamaan garis singgung dengan 

gradien tertentu pada lingkaran menggunakan konsep 

dikriminan. 

2. Merencanakan rumus menentukan persamaan garis singgung 

yang gradiennya diketahui dan persamaan garis singgung 

dengan gradien tertentu pada lingkaran menggunakan konsep 

dikriminan. 

3. Memantau proses menentukan persamaan garis singgung 

yang gradiennya diketahui dan persamaan garis singgung 
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dengan gradien tertentu pada lingkaran menggunakan konsep 

dikriminan. 

4. Mengevaluasi hasil proses menentukan persamaan garis 

singgung yang gradiennya diketahui dan persamaan garis 

singgung dengan gradien tertentu pada lingkaran 

menggunakan konsep dikriminan. 

 

III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah 

 
V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru, LKPD-6, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 
VI. Alat dan Bahan:  

 Kertas Grafik, Mistar, dan Jangka. 

 

VII. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fase I: 10 menit)  

1. Mempersiapkan peserta didik belajar dengan meminta peserta 

didik menyiapkan perangkat pembelajaran yang sudah 

dibagikan pada pertemuan sebelumnya (Buku Peserta didik, 

LKPD-6, dan Brosur Strategi Metakognitif).  

2.   Mengingatkan kembali prosedur pembelajaran dengan model 

POKM. 

3. Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  
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4.   Memotivasi peserta didik dengan melalukan apersepsi dengan 

mengingatkan kembali materi-materi sebelumnya serta 

kaitannya dengan materi garis singgung lingkaran dengan 

gradien tertentu.  

 

B.  Kegiatan Inti (Fase II-IV: 65 menit) 

1.  Menjelaskan kembali beberapa komponen keterampilan 

metakognitif yang akan digunakan untuk membantu 

memahami materi dengan baik, seperti memprediksi, 

merencanakan, memantau, dan mengevaluasi pelajaran (Fase 

II: 10 menit).  

2. Mempresentasikan materi garis singgung dengan gradien 

tertentu pada suatu lingkaran, sambil meminta peserta didik 

untuk menerapkan komponen-komponen keterampilan 

metakognitif,  misalnya memantau, mengevaluasi melalui 

contoh soal 18, dari materi penting pada Buku Peserta didik 

halaman 26 (Fase II:15 menit)  

3. Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan 

masalah) (Fase III: 15 menit). 

4.  Guru meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-6 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 

menerapkan keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah, misalnya memprediksi, merencanakan, memantau, 

dan mengevaluasi. (Fase IV: 15 menit) 

5.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif peserta 

didik memahami materi dan pemecahan masalah, kemudian 

guru memberikan umpan balik terhadap hasil pekeraan 

peserta didik (Fase IV: 10 menit) 
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C. Penutup (Fase V: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman  dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari. 

2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik diakhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 2 pada Buku Peserta didik halaman 27 

(Fase V). 

VII. Penilaian 

 

1. Teknik  : Tes 

2. Bentuk Instrumen : Tes tertulis 

3. Instrumen  : 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 – 2x – 4y = 59 

jika diketahui gradien garis singgungnya -3 ! 
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RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP)-7 

 

 

Satuan Pendidikan : SMA 

Kelas/Semester : XI-IPA/Ganjil 

Mata Pelajaran  : Matematika 

Materi Pokok  : 2. Persamaan Lingkaran 

Sub Materi  : 2.4. Garis Singgung Lingkaran di  

                                                Suatu Tititk di Luar Lingkaran  

Pertemuan  : ke - 7 (VII) 

Alokasi Waktu  : 2 x 45 menit 

 

I. Kompetensi Dasar 

o Menyusun persamaan lingkaran yang memenuhi persyaratan 

yang ditentukan. 

• Menentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 

dalam berbagai situasi.  

 

II. Indikator Pencapaian Hasil Belajar 

Setelah mengikuti pembelajaran ini peserta didik diharapkan 

dapat: 

1. Memprediksi prasyarat  persamaan garis singgung lingkaran di 

suatu titik di luar lingkaran. 

2. Merencanakan rumus menentukan persamaan garis singgung 

lingkaran di suatu titik di luar lingkaran. 

3. Memantau proses penggunaan rumus menentukan persamaan 

garis singgung lingkaran di suatu titik di luar lingkaran.  

4. Mengevaluasi hasil proses menentukan persamaan garis 

singgung lingkaran di suatu titik di luar lingkaran. 
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III. Model Pembelajaran 

Model pembelajaran yang mengoptimalkan keterampilan 

metakognitif  (Model POKM). 

 

IV. Metode Pembelajaran  

Ekspositori, Penemuan Terbimbing, dan Pemecahan Masalah 

 
V.  Sumber Pembelajaran  

 Buku Peserta didik, Buku Guru, LKPD-7, dan Brosur Strategi 

Metakognitif. 

 
VI. Alat dan Bahan:  

 Kertas Grafik, Mistar, dan Jangka. 

 

IX. Langkah-langkah Pembelajaran 

A. Pendahuluan (Fase I: 10 menit) 

1. Mempersiapkan peserta didik belajar dengan meminta peserta 

didik menyiapkan perangkat pembelajaran yang sudah 

dibagikan pada pertemuan sebelumnya (Buku Peserta didik, 

LKPD-7, dan Brosur Strategi Metakognitif).  

2.   Mengingatkan kembali prosedur pembelajaran dengan model 

POKM. 

3. Menyampaikan tujuan pembelajaran (kompetensi dasar dan 

indikator pencapaian hasil belajar).  

4.   Memotivasi peserta didik dengan melalukan apersepsi dengan 

mengingatkan kembali materi-materi sebelumnya serta 

kaitannya dengan materi garis singgung lingkaran di suatu tititk 

di luar lingkaran.  
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B.  Kegiatan Inti (Fase II-IV: 65 menit) 

1.  Menjelaskan kembali beberapa komponen keterampilan 

metakognitif yang akan digunakan untuk membantu 

memahami materi dengan baik, seperti memprediksi, 

merencanakan, memantau, dan mengevaluasi pelajaran. 

(Fase II: 10 menit) 

2.  Mempresentasikan materi garis singgung lingkaran di suatu tititk 

di luar lingkaran, sambil meminta peserta didik untuk 

menerapkan komponen keterampilan metakognitif, misalnya 

memprediksi, merencanakan, memantau, dan mengevaluasi 

melalui contoh soal 20, 21 pada Buku Peserta Didik halaman 28,  

30 (Fase II: 15 menit) 

3. Memberikan latihan penerapan komponen keterampilan 

metakognitif dalam menyelesaikan soal (pemecahan masalah) 

(Fase III: 15 menit). 

4.  Meminta peserta didik untuk mengerjakan LKPD-7 sambil 

mengamati dan memberikan bimbingan kepada peserta didik 

menerapkan keterampilan metakognitif dalam pemecahan 

masalah, misalnya memprediksi, merencanakan, memantau, 

dan mengevaluas (Fase IV: 15 menit) 

5.  Guru mengecek penerapan keterampilan metakognitif peserta 

didik memahami materi dan pemecahan masalah, kemudian 

guru memberikan umpan balik terhadap hasil pekerjaan 

peserta didik (Fase IV: 10 menit) 

  

C. Penutup (Fase V: 15 menit)  

1.  Guru bersama-sama peserta didik membuat rangkuman dengan 

keterampilan metakognitif dari materi yang baru dipelajari. 
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2.  Guru memberikan latihan menerapkan keterampilan 

metakognitif lanjutan secara mandiri dengan memilih soal 

yang ada pada buku peserta didik diakhir pertemuan. Soal 

dipilih dari Latihan 2 pada Buku Peserta didik halaman 31 (Fase 

V). 

VII. Penilaian 

 

1. Teknik  : Tes 

2. Bentuk Instrumen : Tes tertulis 

3. Instrumen  : 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2- 2x – 4y = 59 

jika diketahui garis singgungnya sejajar dengan garis y = 4x + 1 ! 
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BAB VII 

PERANGKAT RISET PEMECAHAN 

MASALAH MATEMATIKA 

(LANJUTAN) 

 

 

 

 

 
 

LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 1 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: …………………    Tanggal: ………………… 

 

1.1. Persamaan Lingkaran yang Berpusat di O(0,0) dan Jari-jari r 

1.2. Posisi Titik terhadap  Lingkaran yang Berpusat di O(0,0) dan 

Jari-jari r 

 

Indikator: 

1. Merumuskan persamaan lingkaran yang berpusat di (0,0) 

dan jari-jari r. 

2. Menentukan jari-jari lingkaran yang berpusat di (0,0) 

3. Menentukan posisi titik terhadap lingkaran yang berpusat 

di (0,0) dan jari-jari r. 
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4. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, 

perencanaan, monitoring, evaluasi) dalam memecahkan 

masalah matematika 

 

 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O (0,0) dengan 

jari-jari r = 3. 

Jawab: 

• Prediksi: 

           Gambarkan lingkaran tersebut dalam Sistem Koordinat 

Kartesius. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Tentukan sebarang titik P(x,y) pada lingkaran tersebut! 

• Rencanakan: 

           Tuliskan rumus mencari  jarak antara titik O(0,0) dengan 

titik P(x,y)! 

........................................................................................................... 

 

X 

Y 

O 
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• Monitoring: 

           Cari jarak antara titik O(0,0) dengan setiap titik P(x,y) 

dengan menggunakan rumus jarak di atas 

.............................................................................................................. 

• Evaluasi: 

           Jadi persamaan lingkaran yang berpusat di O(0,0) dan jari-jari 

r adalah 

.............................................................................................................. 

 

 

Tentukan jari-jari lingkaran dengan persamaan: 

a. x2+ y2 = 36 

b. x2+ y2 -7 = 18 

c. 2x2+ 2y2 = 8 

Jawab: 

• Prediksi: 

Nyatakan persamaan lingkaran yang diberikan dalam bentuk: x2 + 

y2 = r2 

a. ........................................ 

b. ........................................ 

c. ....................................... 

• Rencanakan: 

      Bagaimana cara mencari jari-jari (r) dari persamaan yang 

dikatahui? 

..............................................................................................................  

• Monitoring: 

Cari jari-jari (r) dengan cara di atas! 

a. r  = ........................... 

b. r  = ............................. 
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c. r  = ............................. 

• Evaluasi: 

Jadi jari-jari (r) dari lingkaran:  

a. x2 + y2 = 36,        adalah      r  = .............................. 

b. x2 + y2 -7 = 18     adalah      r = .............................. 

c. 2x2+ 2y2 = 8        adalah      r = ............................. 

 

   

 

Selidikilah posisi titik-titik (2,3), (3, -4), (5, 2) terhadap lingkaran 

dengan persamaan:  

x2 + y2 = 25. 

Jawab 

• Prediksi: 

Diketahui: ........................................................................................... 

Ditanyakan: ........................................................................................ 

• Rencanakan:  

Misalkan masing-masing titik yang diketahui adalah (x, y), 

kemudian subtitusi masing-masing titik kepersamaan x2 + y2 = 25. 

• Monitoring: 

      Subtitusi titik (2,3) : ........................................................................ 

Subtitusi titik (3,-4): ...................................................................... 

 Subtitusi  titik (5,2) : ...................................................................... 

• Evaluasi: 

 Jadi: 

      Posisi titik (2,3) : ................................... karena ............................. 

Posisi titik (3,-4): .................................. karena ............................. 

Posisi titik (5,2) : ...................................karena ............................. 

Posisi titik (0,0) : ...................................karena ............................ 
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Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan 

menyinggung garis 12x – 9y + 30 = 0. 

Jawab: 

• Prediksi: 

    Tentukan hal-hal yang diketahui dalam soal! 

.............................................................................................................. 

Gambarkan keadaan lingkaran dan garis tersebut pada kertas 

grafik! 

• Rencanakan: 

Bagaimana cara mencari panjang jari-jari lingkaran tersebut?  

....................................................................................................... 

• Monitoring: 

     Carilah jari-jari lingkaran tersebut dengan cara di atas. 

....................................................................................................... 

      Tentukan perasamaan lingkaran yang diminta dalam soal. 

• Evaluasi: 

    Jadi perasamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan 

menyinggung garis 12x – 9y + 30 = 0  adalah 

.......................................................................................................

.......................................................................................................

.......................................................................................................

................................................................................................    

 

  



 
 

118 Pemecahan Masalah Matematika 

 

LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 2 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: …………………… Tanggal: …………………… 

 

1.3 Persamaan Lingkaran yang Berpusat di  M(a,b) dan Jari-jari r 

1.4 Posisi Titik  terhadap Lingkaran yang Berpusat di  M(a,b) dan 

Jari-jari r 

 

Indikator: 

1. Merumuskan persamaan lingkaran yang berpusat di (a,b) dan 

jari-jari r. 

2. Menentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (a,b) dan 

menyinggung garis g 

3. Menentukan posisi titik terhadap lingkaran yang berpusat di (a,b) 

dan jari-jari r. 

4. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, perencanaan, 

monitoring, evaluasi) dalam memecahkan masalah matematika. 

 

 

 

 

Tentukan Persamaan lingkaran dengan ketentuan sebagai berikut: 

a. Pusat (-5, -3),  r = 7 

Jawab: 

• Prediksi: 

 Tuliskan hal yang diketahui dan ditanyakan pada soal!  

.............................................................................................................. 
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• Rencanakan:  

  Bagaimana cara menentukan persamaan lingkaran berpusat 

pada (a,b) dan jari-jari r. 

.......................................................................................................  

• Monitoring: 

      Carilah persamaan lingkaran dengan cara di atas! 

.......................................................................................................  

• Evaluasi: 

Jadi persamaan lingkaran yang berpusat  pada (-5,-3) dan r = 7 

adalah: 

...................................................................................................... 

 

b. Pusat (3,7), r2 = 15 

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan hal yang diketahui dan ditanyakan dalam soal!  

...................................................................................................... 

• Rencanakan:  

Bagaimana cara menentukan persamaan lingkaran berpusat 

pada (a,b) dan jari- r. 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Tentukanlah persamaan lingkaran tersebut! 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan lingkaran yang berpusat pada (3,7), dan r2 = 15 

adalah 

......................................................................................................... 
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Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (7,-8) dan 

menyinggung garis x - y = 0. 

Jawab: 

• Prediksi 

         Tuliskan hal-hal yang diketahui dan ditanyakan dalam soal. 

..............................................................................................................

.............................................................................................................. 

          Gambarkan keadaan lingkaran dan garis tersebut. 

 

 

 

 

 

• Rencanakan: 

Bagaimana cara mendapatkan panjang jari-jari lingkaran 

tersebut?  

....................................................................................................... 

• Monitoring: 

         Carilah jari-jari lingkaran tersebut. 

......................................................................................................

...................................................................................................... 

•  Evaluasi: 

Jadi persamaan lingkaran yang berpusat di (7,-8) dan 

menyinggung garis x - y =  adalah. 

....................................................................................................... 
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Tentukan kedudukan titik-titik berikut terhadap lingkaran 

berpusat di (1,3) dengan jari-jari 5. 

a. P(0,0)                     b. Q(7,5)                 c    R(6,3) 

Jawab: 

• Prediksi: 

         Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan dalam soal! 

..................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Bagaimana bentuk persamaan lingkaran berpusat pada (a,b) 

dan jari-jari r? 

......................................................................................................  

• Monitoring: 

Misalkan masing-masing titik yang diketahui adalah (x, y), 

kemudian subtitusi masing-masing titik kepersamaan 

lingkaran di atas! 

Subtitusi titik (0,0) : ..................................................................... 

Subtitusi titik (7,5): ...................................................................... 

Subtitusi  titik (6,3) : .................................................................... 

• Evaluasi: 

        Jadi: 

 Kesimpulan dari hasil perhitungan di atas: 

Posisi titik (0,0) : ............................... karena .............................. 

Posisi titik (7,5): ................................. karena ............................. 

Posisi titik (6,3) : ................................karena ............................... 

 

Adakah cara lain untuk menjawab soal nomor 3 di atas? Sebutkan. 

.............................................................................................................. 
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LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 3 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: …………………  Tanggal: …………………… 

 

1.5. Bentuk Umum Persamaan Lingkaran  

 

Indikator  

1. Menentukan pusat dan jari-jari lingkaran yang 

persamaannya diketahui.   

2. Menentukan persamaan lingkaran yang memenuhi kriteria 

tertentu. 

3. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, 

perencanaan, monitoring, evaluasi) dalam memecahkan 

masalah matematika. 

 

 

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan: 

a. x2 + y2 - 8x + 4y – 11 = 0  

b. 3x2 + 3y2 - 9x - 9y + 
2

1
 = 0 

Jawab: 

• Prediksi: 

         Tuliskan yang diketahui  dan ditanyakan dalam soal! 

a. .............................................................................................. 

b. .............................................................................................. 
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Tuliskan bentuk umum persamaan lingkaran! 

...................................................................................................... 

Ubahlah persamaan lingkaran pada soal b menjadi bentuk 

umum! 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Bagaimana cara menentukan pusat dan jari-jari lingkaran! 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Cari pusat dan jari-jari lingkaran pada soal dengan dengan 

cara di atas! 

a. ................................................................................................. 

b. ................................................................................................. 

 

• Evaluasi: 

Jadi lingkaran:  

a. x2 + y2 - 8x + 4y – 11 = 0, pusat ..............., jari-jari ............... 

b. 3x2 + 3y2 - 9x - 9y + 
2

1
 = 0, pusat ............, jari-jari ............... 

 

 

Tentukan persamaan lingkaran dalam bentuk umum jika diketahui 

pusat (-3, 2) dan jari-jari 4. 

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan soal tersebut!  

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Misalkan persamaan yang dimaksud adalah x2 + y2 +Ax + By + 

C = 0. Bagaimana cara mencari nilai A,  B dan C! 
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......................................................................................................                  

• Monitoring:  

Cari nilai A, B, dan C dengan cara di atas, kemudian cari 

persamaan lingkarannya! 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan lingkaran dalam bentuk umum jika diketahui 

pusat (-3, 2) dan jari-jari 4 adalah: 

...................................................................................................... 

Cara lain: 

Gunakan rumus (x – a)2 + (y – b)2 = r2. 

...................................................................................................... 

Persamaan lingkarannya adalah: 

...................................................................................................... 

 

 

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik (0,4), (1, -1), 

dan (1,3). 

Jawab:  

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan dalam soal. 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Misalkan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik yang 

diketahui. 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Subtitusi masing-masing titik ke persamaan tersebut! 

Titik (0,4) pada lingkaran, maka diperoleh 

................................................................... sebut persamaan (1) 
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Titik (1,-1) pada lingkaran, maka diperoleh 

........................................................... sebut persamaan (2) 

Titik (1,3) pada lingkaran, maka  diperoleh 

.................................................... sebut persamaan (3) 

Hitung nilai A, B, dan C dengan metode eliminasi: 

..................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi, persamaan lingkaran yang melalui (0, 4), (1, -1), dan (l, 3) 

adalah 

...................................................................................................... 

 

 

Diketahui persamaan lingkaran x2 - 6x + y2 - 8y + 11 = 0 

a. Tentukan nilai kuasa titik P(3,q) terhadap lingkaran.  

b. Berapakah nilai q, jika titik P terletak pada lingkaran ? 

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahu dan ditanyakan dalam soal. 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Bagimana cara mentukan nilai kuasa? 

...................................................................................................... 

Bagaimana hubungan nilai kuasa dengan titik yang teletak 

pada lingkaran? 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Cari nilai kuasa dengan cara di atas! 

......................................................................................................         

Selanjutnya cari nilai q.  

...................................................................................................... 
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• Evaluasi: 

Jadi  

a. Nilai kuasa titik P(3, q) terhadap lingkaran x2 - 6x + y2 - 8y + 

11 = 0 adalah 

................................................................................................. 

b. Nilai q jika titik P terletak pada lingkaran x2 - 6x + y2 - 8y + 

11 = 0 adalah 

................................................................................................. 
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LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 4 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: ……………………    Tanggal: ………………… 

 

1.6 Posisi Garis terhadap Suatu Lingkaran 

  

Indikator: 

1. Mengkonstruksi syarat untuk menentukan posisi garis 

terhadap lingkaran tertentu dengan menggunakan rumus 

jarak. 

2. Menentukan posisi garis terhadap lingkaran tertentu 

dengan menggunakan diskriminan. 

3. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, 

perencanaan, monitoring, evaluasi) dalam pemecahan 

masalah matematika. 

 

 

Tentukan kedudukan garis 35 += xyg  terhadap lingkaran 

( ) 42
22 =−+ yxL  

Jawab: 

• Prediksi: 

Gambarkan posisi garis dengan lingkaran tersebut di atas 

dalam Sistem Koordinat Kartesius. 
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• Rencanakan: 

Bagaimana cara menentukan jarak antara titik pusat dengan 

garis g?  

...................................................................................................... 

• Monitoring:         

Bandingkan panjang jari-jari lingkaran (r) dengan jarak antara 

pusat lingkaran dengan garis g.  

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi kedudukan garis 35 += xyg  terhadap lingkaran 

( ) 42
22 =−+ yxL  adalah: 

...................................................................................................... 

Apa ada cara lain?  

...................................................................................................... 

 

 

Selidiki posisi garis y = x terhadap lingkaran 

044222 =−+−+ yxyxL .  

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan dalam soal. 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Bagaimana cara menentukan jarak antara titik pusat dengan 

garis g?  

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Dengan menggunakan rumus di atas, diperoleh jarak antara 

titik pusat dengan garis g: 

...................................................................................................... 
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...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Evaluasi:  

Jadi posisi garis y = x terhadap lingkaran 

044222 =−+−+ yxyxL  adalah 

...................................................................................................... 

 

Tentukan nilai m agar garis g dengan persamaan y = mx + 3,  

menyinggung lingkaran 0922 =−+ yxL  

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan dalam soal. 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Subtitusi garis g ke persamaan lingkaran yang diketahui. 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Cari nilai m dengan rumus diskriminan (syarat garis g 

menyinggung lingkaran) . 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi nilai m agar garis g dengan persamaan y = mx + 3,  

menyinggung lingkaran 0922 =−+ yxL  adalah 

...................................................... 
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LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 5 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: ……………………    Tanggal: ………………… 

 

2.1 Persamaan Garis Singgung Lingkaran yang Berpusat di O(0,0) 

atau  Berpusat di M(a,b) dengan jari-jari  r 

 

Indikator: 

1. Menentukan persamaan garis singgung yang melalui satu titik 

pada lingkaran berpusat di (0,0) dan jari-jari r .  

2. Menentukan persamaan garis singgung yang melalui satu titik 

pada lingkaran berpusat di (a,b) dan jari-jari r .  

3. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, 

perencanaan, monitoring, evaluasi) dalam memecahkan 

masalah matematika. 

 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran L  3022 =+ yx  di 

titik P(-5, 5 ). 

Jawab:  

• Prediksi: 

Tuliskan hal-hal yang diketahui dan ditanyakan pada soal. 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

Selidiki posisi titik P terhadap lingkaran L. 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 
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• Rencanakan: 

Tuliskan rumus persamaan garis singgung lingkaran yang 

akan dipergunakan. 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran yang 

ditanyakan.  

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan garis singgung lingkaran L  3022 =+ yx  di 

titik P(-5, 5 ) adalah: 

...................................................................................................... 

 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran yang berpusat di (-

3, 3) dengan r = 4 di titik (1, 3). 

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan dalam soal. 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Tuliskan langkah-langkah untuk menentukan persamaan garis 

singgung lingkaran yang ditanyakan pada soal di atas. 

......................................................................................................                                               

• Monitoring: 

Gunakan langkah-langkah pada jawaban di atas untuk 

menentukan persamaan singgung lingkaran yang ditanyakan. 

………………………………………………………………… 



 
 

132 Pemecahan Masalah Matematika 

 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan garis singgung lingkaran yang berpusat di (-3, 

3) dengan r = 4 di titik (1, 3) adalah :  

......................................................................................... 

           

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran L  (x – 3)2 + (y + 1)2 

= 25 yang melalui titik (7, 2).  

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan yang diketahui dan ditanyakan dalam soal.  

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Bagaimana rumus menentukan persamaan garis singgung 

lingkaran.  

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Cari persamaan garis singgung dengan menggunakan rumus 

di atas. 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan garis singgung lingkaran L  (x – 3)2 + (y + 1)2 

= 25 yang melalui titik (7, 2) adalah 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 
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LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 6 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: ……………………    Tanggal: ………………… 

 

2.2 Persamaan Garis Singgung Lingkaran dengan  Gradien Tertentu   

  

Indikator: 

1. Menentukan persamaan garis singgung yang gradiennya 

diketahui. 

2. Menentukan persamaan garis singgung dengan 

gradien tertentu pada lingkaran menggunakan 

diskriminan. 

3. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, 

perencanaan, monitoring, evaluasi) dalam memecahkan 

masalah matematika. 

 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran L  x2 + y2 = 10 yang  

bergradien  –2. 

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan hal-hal yang diketahui dan ditanyakan dalam soal! 

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Tuliskan rumus persamaan garis singgung bergradien m pada 

lingkaran yang berpusat di O(0,0) dan jari-jari r. 

...................................................................................................... 

 



 
 

134 Pemecahan Masalah Matematika 

 

• Monitoring: 

Tentukan persamaan garis singgung dengan rumus di atas. 

......................................................................................................

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan garis singgung lingkaran L  x2 + y2 = 10 yang  

bergradien  –2 adalah 

...................................................................................................... 

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x – 4)2 + (y - 2)2 = 16 

yang gradiennya dua kali gradien garis 2y - 3x = 1 

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan hal-hal yang diketahui dan ditanyakan dalam soal 

yang berkaitan dengan persamaan garis singgung laingkaran.   

...................................................................................................... 

...................................................................................................... 

• Rencanakan: 

Tuliskan langkah-langkah yang akan kamu tempuh untuk 

menyelesaikan soal di atas. 

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

 Gunakan langkah-langkah di atas untuk menentukan 

persamaan garis singgung yang ditanyakan. 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan garis singgung lingkaran (x – 4)2 + (y - 2)2 = 16 

yang gradiennya dua kali gradien garis 2y - 3x = l  adalah 

...................................................................................................... 
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LEMBAR KEGIATAN PESERTA DIDIK (LKPD) - 7 

Waktu: 15 menit 

 

Nama: ………………… Tanggal: …………………… 

 

2.3 Persamaan Garis Singgung dari Suatu Titik di Luar Lingkaran  

  

 Indikator: 

1. Menentukan garis singgung lingkaran di suatu titik di luar 

lingkaran. 

2. Menentukan titik singgung lingkaran dari garis singung 

disuatu titik di luar lingkaran 

3. Menerapkan keterampilan metakognitif (prediksi, 

perencanaan, monitoring, evaluasi) dalam memecahkan 

masalah matematika. 

             

 

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2+ y2 = 4 yang 

melalui titik (10,0). 

Jawab: 

• Prediksi: 

Tuliskan apa yang diketahui dan ditanyakan dalam soal! 

......................................................................................................  

Ilustrasikan garis singgung yang ditanyakan melalui gambar. 

 

 

 

 

• Rencanakan: 
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Tentukan rumus persamaan garis singgung yang ditanyakan 

dengan cara yang kamu anggap mudah.  

...................................................................................................... 

• Monitoring: 

Cari persamaan garis singgung yang ditanyakan dengan rumus 

di atas!  

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi persamaan garis singgung lingkaran x2+ y2 = 4 yang melalui 

titik (10,0) adalah:  

...................................................................................................... 

 

Tentukan titik singgung dari garis singgung lingkaran (x - 1)2 + (y - 1)2 

= 1 yang melalui titik (3,5). 

Jawab: 

• Prediksi: 

Ilustrasikan garis singgung yang ditanyakan melalui gambar. 

 

• Rencanakan: 

Tuliskan langkah-langkah yang akan ditempuh untuk 

menyelesaikan soal di atas. 

 

• Monitoring: 

Gunakan langkah-langkah pada jawaban di atas untuk 

menentukan titik singgung yang ditanyakan. 

...................................................................................................... 

• Evaluasi: 

Jadi titik singgung dari garis singgung lingkaran (x - 1)2 + (y - 1)2 

= 1 yang melalui titik (3,5) adalah 

...................................................................................................... 



 
 

Pemecahan Masalah Matematika 137 

 

BAB VIII 

MATERI KAJIAN PEMECAHAN 

MASALAH MATEMATIKA 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

SEKILAS TENTANG LINGKARAN 

 
Denah Lapangan Sepak Bola 

 

 

X 

Y 

O 

• 

50 

100 

 
 
Menyusun persamaan lingkaran 
dan garis singgungnya 

 
 
 

• Merumuskan persamaan 
lingkaran yang memenuhi 
persyaratan yang ditentukan.  

•   Menentukan persamaan garis 
singgung pada lingkaran 
dalam berbagai situasi. 

 

Standar Kompetensi 

Kompetensi Dasar 



 
 

138 Pemecahan Masalah Matematika 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
Mobil Formula 1 
 
 

 
Permainan Hiburan 

 

 
 
• Merumuskan persamaan lingkaran 

yang  

• berpusat di (0,0) dan jari-jari r. 

• Menentukan posisi titik terhadap 

• lingkaran yang berpusat di (0,0) dan 
jari-jari r 

• Merumuskan persamaan lingkaran 
yang 

• berpusat di (a,b) dan jari-jari r. 

• Menentukan posisi titik terhadap 
lingkaran yang berpusat di (a,b) dan 
jari-jari r. 

• Menentukan pusat dan jari-jari 
lingkaran 

• yang persamaannya diketahui. 

• Menentukan persamaan lingkaran 
yang 

• memenuhi kriteria tertentu. 

• Menentukan posisi garis terhadap 
lingkaran tertentu 

• Menentukan persamaan garis 
singgung yang melalui satu titik pada 
lingkaran berpusat di (0,0) dan jari-
jari r 

• Menentukan persamaan garis 
singgung yang melalui satu titik pada 
lingkaran berpusat di (a,b) dan jari-
jari r . 

• Menentukan persamaan garis 
singgung yang gradiennya diketahui. 

• Menentukan garis singgung 
lingkaran di suatu titik di luar 
lingkaran. 

 

Indikator 
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SEKILAS TENTANG KETERAMPILAN  METAKOGNITIF 
  

Contoh Penerapan Keterampilan 
Metakognitif 

                       
       
 
 
 

•   Memahami keterampilan 

metakognitif dan 

menerapkannya dalam 

memecahkan masalah pada 

topik lingkaran. 

 
 
                 

 
 
 
 
 
 

•   Menerapkan keterampilan 

metakognitif memprediksi 

dalam memecahkan masalah 

lingkaran. 

•   Menerapkan keterampilan 

metakognitif merancang 

rencana dalam memecahkan 

masalah lingkaran. 

Masalah Matematika: 

• Tentukan pusat dan jari-jari 

lingkaran 

2x2 + 2y2 – 4x – 12y = 101 

• Ditanyakan: Pusat dan jari-jari 

lingkaran? 

Perencanaan: 

• Ubahlah persamaan pada soal 

menjadi bentuk umum x2 + y2 

+ Ax + By + C = 0. 

• Mencari pusat lingkaran 

dengan cara: (-1/2 A, -1/2 B)  

• Sedangkan mencari jari-jari 

lingkaran dengan cara 

    r = √
1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 

 

Monitoring: 

• Selanjutnya akan diperoleh: 

2x2 + 2y2 – 4x – 12y – 101 = 

0 

• x2 + y2 – 2x – 6y = 
101

2
 (sama-

sama dibagi 2) 

• x2 + y2 – 2x – 6y -  
101

2
 = 0 , 

dari persamaan ini 

diperoleh A = -2 , B = -6 , 

dan C = - 
101

2
 

Kompetensi Dasar 

Indikator 
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• Pusat lingkaran:       

(−
1

2
(−2) , −

1

2
(−6)) = (1,3) 

• Jari-jari lingkaran: r = 

√
1

4
𝐴2 +

1

4
𝐵2 − 𝐶 

r = √
1

4
(−2)2 +

1

4
(−6)2 − (−

101

2
) 

r =
11

√2
=

11

2
√2 

 

•   Menerapkan keterampilan 

metakognitif pemantauan  

dalam memecahkan masalah 

lingkaran. 

• Menerapkan keterampilan 

metakognitif mengevaluasi 

dalam memecahkan masalah 

lingkaran. 

 Evaluasi: 

Jadi: 

• Pusat lingkaran: (1, 3) 

•  Jari-jari lingkaran = 
11

2
√2 

 

 

Persamaan Lingkaran  
dan Garis Singgung 

 

                                     
Tentu kalian sering melihat 
benda-benda yang 
berbentuk lingkaran. Karena 
lingkaran telah jadi bagian 
dari kehidupan kita sehari-
hari. Benda-benda banyak 
dibuat dalam bentuk 
lingkaran, mengapa? Banyak 
alasan yang mungkin 
ditemukan: elegan, cantik, 
praktis adalah beberapa  

Standar Kompetensi  
 
Menyusun persamaan lingkaran dan 
garis singgungnya 
 
Kompetensi Dasar 
 

• Menyusun persamaan lingkaran 
yang memenuhi persyaratan 
yang ditentukan. 

• Menyusun persamaan garis 
singgung pada lingkaran dalam 
beberapa situasi.  

 

Motivasi 



 
 

Pemecahan Masalah Matematika 141 

 

alasan yang biasa dikemukakan. Koin, jam. cincin, gelang, 
beberapa jenis kue, karet gelang, piring, atau beberapa jenis 
kacamata merupakan beberapa contoh benda yang dibuat 
berbentuk lingkaran dengan alasan keeleganan atau kepraktisan. 
Bahkan dalam bidang transportasi, bentuk lingkaran ternyata 
sangat bermanfaat untuk menjalankan kendaraan. Coba kalian 
perhatikan bentuk ban mobil. Bentuk ban mobil adalah lingkaran, 
sehingga mobil dapat berjalan dengan mulus. Coba kalian 
bayangkan jika ban mobil berbentuk persegi atau yang lainnya. Apa 
akibatnya?  
 
 

 
 

Tak jarang, dalam kejadian sehari-hari, bahasa lingkaran 
jadi alat komunikasi yang paling tepat untuk menyampaikan suatu 
informasi. Misalnya dengan mengatakan suatu gempa 
mengguncang kota A dengan pusat di titik B dan radius r km. 
Dengan informasi ini kita bisa mengetahui apakah keluarga kita di 
kota C yang tak jauh dari kota A merasakan dampak dari gempa 
atau tidak. 

Tahun 1883 Gunung Krakatau di Propinsi Banten meletus 
dan konon debunya mencapai Hawaii. Dapatkah kalian perkirakan 
berapa radius dampak letusan Gunung Krakatau? 

Hebatnya, lingkaran dapat menjelaskan di mana 
sebenarnya epicenter (pusat gempa) berada. Misalnya gempa di 
kota Kobe pada tahun 1995 merenggut lebih dari 4000 nyawa dan 
mengakibatkan kerugian triliun dolar. 

Pengetahuan tentang lingkaran yang telah dipelajari 
terbatas pada keliling dan luasnya saja. Pada bab ini, kita akan 
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mempelajari banyak aspek tentang lingkaran, misalnya 
persamaan-persamaan lingkaran dan garis-garis singgung pada 
lingkaran. Ingat, yang kita pelajari lebih pada teori tentang 
lingkaran. Jangan anggap remeh pembahasan teori, karena suatu 
saat pemahaman kita tentang teori akan sangat membantu kita 
menjelaskan peristiwa-peristiwa yang terjadi dalam kehidupan 
sehari-hari. 
 
Diagram Alur 
Untuk mempermudah Anda dalam mempelajari bab ini, pelajarilah 
diagram alur yang disajikan sebagai berikut. 
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Pengertian Lingkaran 

 
Definisi Lingkaran 

 
Lingkaran adalah himpunan titik-titik yang 

berjarak sama terhadap sebuah titik 

tertentu yang disebut pusat lingkaran. 

 

Dari gambar di atas, titik O adalah pusat lingkaran. Titik A, B, C, D 
terletak pada lingkaran, maka OA=OB = OC=OD adalah jari-jari 
lingkaran = r.  

 
Definisi Jari-jari Lingkaran 

 
Jari-jari lingkaran adalah jarak antara pusat lingkaran dengan titik 
pada lingkaran. Jari-jari dilambangkan oleh r. 
 
 
1. Persamaan Lingkaran 

1.1 Persamaan Lingkaran yang Berpusat di O(0, 0) 

                                                           
Perhatikan Gambar di samping. 
Menurut definisi, L (lingkaran) adalah 
himpunan titik-titik yang berjarak 
sama terhadap sebuah titik tertentu 
yang dinamakan pusat lingkaran. 
Karena pusat lingkaran adalah O dan 

jaraknya   adalah r, maka L   {P|OP = 
r}, yaitu himpunan semua titik P                                                
sehingga jarak OP = r. Jika koordinat 
P(x, y), maka  

•O 

A D 

C B 

r 

r r 
•

r 

Apersepsi 

             
  

P(x,y) 

O 

y 

x 

r 

P’ X 

Y 
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Persamaan lingkaran yang berpusat di O dan jari-jari r adalah  
x2 +y2 = r2 

L   {(x,y) | OP =r} 

L   {(x, y) | ( ) ( ) ryx =−+−
22

00 }  

L   {(x, y) | (x - 0)2 + (y - 0)2 = r2} atau 

L   {(x, y) | x2 + y2 = r2}, yaitu himpunan semua koordinat 
 (x,y) yang jaraknya terhadap O(0, 0) adalah r. 
 
 

 
 
 

1.2. Posisi Suatu Titik Terhadap Lingkaran L  x2 + y2 = r2 
 
Berdasarkan persamaan lingkaran, kita dapat menentukan posisi 
titik P(a,b) terhadap lingkaran L yang berpusat di O(0,0) dengan 
jari-jari r sebagai berikut.  

1)  P(a,b) terletak di dalam lingkaran L   x2 + y2 = r2 jika a2 + b2 < r2 

2)  P(a,b) terletak pada lingkaran L   x2 + y2 = r2 jika a2 + b2 = r2 

3)  P(a,b) terletak di luar lingkaran L   x2 + y2 = r2 jika a2 + b2 > r2 
 

 
 

 

Posisi titik-titik P(a,b) terhadap lingkaran L  x2 + y2 = r2 (di dalam, 
pada, dan di luar lingkaran) diperlihatkan pada Gambar 4.2. 
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Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat 
di O(0,0) dan melalui titik (6,2). 

 
 
 
 

Prediksi :  Diketahui: Pusat O(0,0),  titik (6,2) dilalui (pada)  
lingkaran.  

 
 
 
 
 
                        
     Ditanyakan: Persamaan lingkaran? 
 

Rencanakan :  Cari r dengan rumus  x2+ y2 = r2
    

 

Monitoring :  62 + 22 = r2  
   40 = r2                                              

   r = 2 10  

Evaluasi : Jadi, persamaan lingkaran yang berpusat di O(0,0)  

dan berjari-jari 2 10 adalah x2 + y2 = 40  

 
Tentukan posisi titik-titik A(4,-5), B(3,7), 
C(8,9), dan D(2,1) terhadap lingkaran dengan 
persamaan x2 + y2 = 58. 

 
 

 Prediksi:      Diketahui: Lingkaran berpusat di O(0,0) dengan jari-jari  

r2 = 58 atau  r = 58     

Titik A(4, -5), B(3, 7), C(8, 9), dan D(2, 1) 
pada lingkaran tersebut. 

                        Ditanyakan: Posisi titik A, B, C dan D?  

Contoh 1 

Jawab 

Contoh 2 

Jawab 

(6,2) 

O(0,0) 

r 
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Rencanakan: 
                         Cari jarak suatu titik ke titik pusat lingkaran dengan 
rumus: x2 + y2 = r2 
       x2 + y2  < r2  titik (x,y) terletak dalam lingkaran  

           x2 + y2 =  r2 titik (x,y) terletak pada lingkaran 
       x2 + y2 >  r2 titik (x,y) terletak di luar lingkaran 
        
Monitoring:  
Posisi (4, -5) : karena 42 + (-5)2 = 41 < r2, maka (4, -5) terletak di dalam 
                       lingkaran. 
Posisi (3, 7)  : karena 32 + 72 = 58 = r2, maka (3, 7) terletak pada 

lingkaran. 
Posisi (8, 9)  : karena 82 + 92 = 145 > r2, maka (8, 9) terletak di luar 

lingkaran. 
Posisi (2, 1)  : karena 22 + 12 = 5 < 58, maka (2, 1) terletak di dalam 

lingkaran. 
Evaluasi:  
Jadi  Titik (4,-5) dan (2,1) terletak dalam lingkaran x2 + y2 = 58. 
          Titik (8,9) terletak di luar lingkaran x2 + y2 = 58. 
          Titik (3,7) terletak pada lingkaran x2 + y2 = 58. 

          
 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat 
di O(0,0) dan menyinggung garis 534 =− yx  

 
 

Diketahui:Pusat lingkaran (0,0) dan garis 534 =− yx  

                                                Perhatikan gambar di bawah.  
  
Prediksi:                  Ditanyakan: Persamaan lingkaran? 
 
 
 
 
 

Contoh 3 

Jawab 
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Rencanakan:          Untuk menentukan persamaan lingkaran  harus  
tahu berapa nilai r. 

 Rumus jarak antara sembarang titik P ( )11, yx  

dengan sembarang garis ax + by + c = 0,  yaitu: 

22

11 ..

ba

cybxa
r

+

++
=  

Monitoring:             Maka jarak antara titik O(0. 0) dengan garis  
4x - 3y - 5 = 0 adalah 

1
34

50.30.4

22
=

+

−−
=r  

 
 Evaluasi:                Jadi, persamaan lingkaran yang berpusat di    

O(0, 0) dan menyinggung 

 garis 4x- 3y = 5 adalah 122 =+ yx . 

Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 
 

1. Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0,0) dan jari-jari r 
adalah x2 + y2 = r2. 

2. Untuk memperoleh persamaan lingkaran yang berpusat di 
O(0,0) dan jari-jari r adalah menggunakan jarak antara 
pusat lingkaran O(0,0) dengan sebarang titik P(x,y) pada 
lingkaran sama dengan r. 

             
  

P(x,y) 

O r X 

Y 

g  4x - 3y - 5 
= 0 
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3. Posisi titik P(a,b) terhadap lingkaran L yang berpusat di 
O(0, 0) dengan jari-jari r sebagai berikut: 

a.  P(a, b) terletak di dalam lingkaran L   x2 + y2 = r2 jika a2 
+ b2 < r2. 

b.  P(a, b) terletak pada lingkaran L   x2 + y2 = r2 jika a2 + b2 

= r2. 

c.  P(a, b) terletak di luar lingkaran L   x2 + y2 = r2 jika a2 + 
b2 > r2. 

 
LATIHAN 1  
 
1. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan 

melalui titik: 
 a. (4, 2)  c. (3, -2) 
 b. (-2, 1)  d. (-4, -5) 

2. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dari persamaan 

lingkaran di bawah ini. 

a. 1822 =+ yx   

b. 4822 22 =+ yx  

c. 4833 22 =+ yx  

d. 2222 2 babayx ++=+ s 

3. Gambarlah pada bidang Cartesius himpunan: 

a. ( ) 36, 22 =+ yxyx  

b. ( ) 25, 22 + yxyx  

c. ( ) 16, 22 + yxyx  

4.  Tentukan p jika titik yang diketahui terletak pada lingkaran yang 

ditentukan sebagai berikut.  

a. ( ) 13,,3 22 =+− yxp  

b. ( ) 8222,5, 22 =+ yxp  

c. ( ) 3933,2, 22 =+− yxp  
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d. ( ) 6444,, 22 =+ yxpp  

e.  ( ) 90,,3 22 =+ yxpp  

5. Hitungiah luas daerah antara lingkaran 3x2 + 3y2 = 18 dan 
lingkaran 2x2+2y2 =30. 

 
 

1.3. Persamaan Lingkaran  Berpusat di M(a,b) dan Jari-Jari  r 

 

 

 

 

 

Perhatikan Gambar 4.3. Titik 

P(x, y) adalah titik pada 

lingkaran L yang berpusat di 

M(a, b) dengan jari jari r, maka: 

 

L  {P(x,y) | MP = r}    

L {(x, y)| r  b) -(y   a) -(x 22 =+ }       

L  ((x, y)| (x – a)2+(y – b)2 = r2 }     

 

 

 

 

1.4. Posisi Suatu Titik Terhadap Lingkaran L  (x – a)2+(y – b)2 = r2 

 

Lingkaran yang berpusat di (a,b) secara singkat ditulis juga L(a,b). 

Posisi titik Q(x1,y1) terhadap lingkaran yang berpusat di (a,b) 

dengan jari-jari r adalah sebagai berikut. 

Persamaan lingkaraan yang berpusat di (a,b) dan jari-jari r adalah 
(x - a)2+( y - b)2 = r2     

 

P(x,y) 

M(a,b) 

x - a 

X 

r 
y - b 

Y 

O 
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1. Q(x1,y1) terletak di dalam lingkaran 

L(a,b) jika (x1- a)2 + (y1 - b)2 < r2 

 atau  L x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C < 0 

2. Q(x1,y1) terletak pada lingkaran 

L(a,b) jika (x1 - a)2 + (y1 - b)2 = r2 atau  

L x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C = 0 

3. Q(x1,y1) terletak di luar lingkaran 

L(a,b) jika (x1 - a)2 + (y1 - b )2 > r2   atau  

L  x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C > 0 

Posisi titik-titik Q(x1,y1) terhadap 

lingkaran L  (x1 - a)2 + (y1 - b)2 = r2 

atau L x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C = 0 (di 

dalam, pada, dan di luar lingkaran) 

diperlihatkan pada Gambar 4.4. 

 

  

 

 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (3, -7) dengan r = 

5 

 

 

Prediksi:  Diketahui: Pusat lingkaran (3,-7), a= 3, b = -7 dan r = 5 

   Ditanyakan: Persamaan lingkaran?   

Contoh 4 

Jawab 

Catatan: 
1. Jarak pusat 
lingkaran dgn titik 
Q lebih pendek 
dari jari-jari 
2. Jarak pusat 
lingkaran dgn titik 
Q sama dgn 
panjang jari-jari 
3. Jarak pusat 
lingkaran dgn titik 
Q lebih panjang 
dari jari-jari 
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Rencanakan:        Rumus persamaan lingkaran berpusat (a,b) adalah:  

(x - a)2 + (y+b)2= r2 

Monitoring:          Dengan menggunakan rumus persamaan lingkaran 

di atas, diperoleh 

                              (x - 3)2 + (y+7)2= 25 

Evaluasi:             Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat (3. -7) dan 

jari-jari 5 adalah (x - 3)2 + (y+7)2= 25. 

 

Tentukan persamaan lingkaran yang ujung 

diameternya di titik (2, 3) dan (4,5). 

 

 

 

Prediksi:            Diketahui: Dua titik pada lingkaran, titik  

A(x1, y1) = (2,3) dan B(x2, y2) = (4,5)   

Ditanyakan: Persamaan lingkaran? 

Perhatikan gambar di bawah ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rencanakan:     Pusat lingkaran dihitung dengan:   

Contoh 5 

Jawab 

Catatan: 
Menggambar 
merupakan salah satu 
bentuk prediksi dalam 
memecahkan masalah 

 

5 – 

4 – 

3 – 

2 – 

1 –   |           |         |           |          | 

 1        2       3       4       5 

M • 
 

 r 

 r 

A(2,3) 

B(4,5) 

X 

Y 
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M ( ) ( )( )212

1

212

1
, yyxx ++ = M(a,b) 

Jari-jari lingkaran dihitung dengan: 

r =MB = ( ) 2

2

2

2 )( byax −+−  

Monitoring: Dengan menggunakan rumus  

M ( ) ( )( )212

1

212

1
, yyxx ++  diperoleh 

M ( ) ( )( )53,42
2

1

2

1
++  atau M(a,b) = (3,4) 

 Dengan menggunakan rumus  

r =MB ( ) 2

2

2

2 )( byax −+− diperoleh 

 Jari-jari lingkaran:  

r = MB = ( ) 211)45(34 22
=+=−+−  

Evaluasi:                 Jadi, persamaan lingkaran yang ujung diameternya  

di titik (2, 3)  dan (4,5) adalah 

( ) ( ) 243
22

=−+− xx  

 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat 

di (3, -2) dan menyinggung sumbu Y. 

 

 

 

Prediksi:         

Diketahui: Pusat (3,-2), a = 3, b = -2   

Ditanyakan: Persamaan lingkaran? 

Perhatikan gambar lingkaran berpusat  

di (3,-2) dan menyinggung sumbu Y 

Rencana:  

Gunakan rumus:  (x - a)2+(y - b)2=r2     

  

 0 

-1- 

-2- 

-3- 

-4- 

r = 3 
    • 
(3,-2) 

||        |         |         |         | 
1     2      3      4      5 

Y 

X 

Contoh 6 

Jawab 
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Monitoring:  

Berdasarkan gambar tersebut diketahui bahwa jari-jari lingkaran 

adalah r = 3, a = 3, dan b = -2 

Dengan rumus (x - a)2+(y - b)2=r2    diperoleh persamaan lingkaran 

( ) ( ) 923
22

=++− yx  

Evaluasi:  Jadi persamaan lingkaranyang berpusat di (3,-2) dan 

menyinggung sumbu Y adalah ( ) ( ) 923
22

=++− yx  

 

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat 

di (2, 1) dan menyinggung garis 4x + 3y + 4 = 0. 

 

 

 

Prediksi:  Diketahui: Lingkaran dengan pusat (a,b) = (2, 1) 

Garis  4x + 3y + 4 = 0  dengan koefisien p = 4, q = 3 

dan c = 4   

Ditanyakan:Persamaan lingkaran? 

 

Rencanakan:     Jarak titik (2,1) dengan garis 4x + 3y + 4 = 0 adalah r 

Cari r dengan rumus:   =
+

++
=

22

4..

qp

bqap
r  

Monitoring:           Jarak titik (2, 1) dengan garis 4x + 3y + 4 = 0  dengan  

menggunakan rumus 

di atas diperoleh  3
5

15

34

41.32.4

22
==

+

++
=r  

Contoh 7 

Jawab 
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Evaluasi:             Jadi, persamaan lingkaran yang berpusat di (2, 1)  

dan menyinggung garis 4x + 3y + 4 = 0 adalah 

( ) ( ) 912
22

=−+− yx . 

 

Tentukan posisi titik P(5,1), Q(3,-4), dan R(7,3) 

terhadap lingkaran x2 + y2 - 4x + 6y – 12 = 0 

 

 

Prediksi:             Diketahui: Titik  P(5,1), Q(3,-4), dan R(7,3) dan  

lingkaran  x2 + y2 - 4x + 6y – 12 = 0 

Ditanyakan: Posisi titik P, Q, dan R. 

 

Rencanakan:   

Titik (x1,y1) terletak di luar lingkaran L (a,b) jika (x1 - a)2 + (y1 - b )2 > r2 

atau  x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C > 0 

Titik (x1,y1) terletak di luar lingkaran L (a,b) jika (x1 - a)2 + (y1 - b )2 = r2   

 atau  x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C > 0 

Titik (x1,y1) terletak di luar lingkaran L (a,b) jika (x1 - a)2 + (y1 - b )2 > r2   

 atau  x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C > 0 

 

Monitoring:   

Cara I: Ubah  terlebih dahulu persamaan lingkaran    

 x2 + y2 - 4x + 6y – 12 = 0 ke dalam bentuk baku. Sehingga diperoleh 

 (x2 – 4x) + (y2 + 6y) – 12 = 0 

 (x2 - 4x + 4) + (y2 + 6y +9) – 12 = 0 + 4 + 9 ......(kedua ruas ditambah 

4 dan 9)  

 (x – 2)2 – (y  + 3)2 – 12 = 13 

 (x – 2)2 – (y  + 3)2 = 25 

Titik P(5,1) terletak pada lingkaran karena (5 – 2)2 + (1 + 3)2 = 25 

Titik Q(3,-4) terletak di dalam lingkaran  

Contoh 8 

Jawab 
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karena (3 – 2)2 + (-4 + 3) < 25 

Titik R(7,3) terletak di luar lingkaran karena (7 – 2)2 + (3 + 3)2 > 25   

Cara II. Subtitusi titik-titik ke dalam persamaan lingkaran  

x2 + y2 - 4x + 6y – 12 = 0. 

Titik P(5,1) terletak pada lingkaran,  

karena 52 + 12- 4(5) + 6(1) – 12 = 0 

Titik Q(3,-4) terletak di dalam lingkaran,  

karena   32 + (-4)2 -4(3) + 6(-4) -12<0 

Titik R(7,3) terletak di luar lingkaran,  

karena 72 + 32 -  4(7) + 6(3) -12 > 0 

      

Evaluasi:         Jadi, Ttitik P(5,1) terletak pada lingkaran  x2 + y2 - 4x + 

6y – 12 = 0 

Titik Q(3,-4) terletak di dalam lingkaran  x2 + y2 - 4x + 6y – 12 = 0    

Titik R(7,3) terletak di luar lingkaran x2 + y2 - 4x + 6y – 12 = 0 

Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 

 

1. Persamaan lingkaraan yang berpusat di M(a,b) dan jari-jari r 

adalah (x-a)2 + (y-b)2 = r2. 

2. Untuk memperoleh persamaan lingkaran yang berpusat di 

M(a,b) dan jari-jari r adalah 

3. menggunakan jarak antara pusat lingkaran M(a,b) dengan 

sebarang titik P(x,y) pada lingkaran sama dengan r. 

4. Posisi titik Q(c, d) terhadap lingkaran yang berpusat di M(a,b) 

dengan jari-jari r adalah sebagai berikut. 

a. Q(c d) terletak di dalam lingkaran L(a,b) jika  

(c - a)2 + (d - b)2 < r2  atau  L x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C > 0 

b. Q(c,d) terletak pada lingkaran L(a,b) jika (c - a)2 + (d - b)2 = r2 

atau L x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C =  0 
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c. Q(c,d) terletak di luar lingkaran L(a,b) jika (c - a)2 + (d - b )2 > 

r2  atau L x1 2 + y1 
2 + Ax1 + By1 + C > 0 

5. Jika jarak titik Q(c,d ) terhadap pusat lingkaran M(a,b) 

disimbolkan d dan jari-jari lingkaran adalah r, maka posisi titik 

Q(c,d ) terhadap lingkaran yang berpusat di M(a,b) dengan jari-

jari r adalah sebagai berikut:  

a.  Q(c,d ) terletak di dalam lingkaran L(a,b) jika d < r. 

b.  Q(c,d ) terletak pada lingkaran L(a,b) jika d  = r. 

c.  Q(c,d ) terletak di luar lingkaran L(a,b) jika d  > r. 

 
Latihan 2 
1. Tentukan persamaan lingkaran dengan pusat dan jar'jari 

sebagai berikut. 

a. (2, 3); 5 c. (7, -8); 7  

b. (-2, 1); 4 d. (l,-1); l 
2. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan 

berikut. 

a. ( ) ( ) 2523
22

=++− yx  

b. ( ) ( ) 3652
22

=+++ yx  

c. ( ) 1010
22 =++ yx  

d. ( ) 48533
22 =−+ yx  

3. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (1, 6) dan 
melalui titik (2,3). 

4. Tentukan persamaan lingkaran jika salah satu ujung-ujung 
diameternya   (2,-1) dan (0, 0). 

 5.  Bagaimana posisi titik-titik berikut ini(di dalam, pada, atau di 
luar lingkaran yang diketahui)?. 

     a. P(-1,6), Q(1,4), dan R(-3,5) 
     b. K(-2,1), (L(-1,0), dan M(5,4). Terhadap lingkaran x2 + y2 - 4x - 

6y – 5 = 0  
5. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (-3,1) dan 

menyinggung garis y=x+2. 
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1.5.  Bentuk Umum Persamaan Lingkaran 

 

Pada pembahasan sebelumnya kita telah memperoleh persamaan 

lingkaran yang berpusat di (a, b) dengan jari-jari r, yaitu (x - a)2 + (y 

- b)2 = r2. Jika bentuk ini kita uraikan lebih jauh, maka diperoleh: 

022 =++++ CByAxyx

( ) ( )

022

022

22222

22222

222

=−++−−+

=−+−++−

=−+−

rbabyaxyx

rbbyyaaxx

rbyax

 

Misalkan:  

A =-2a, B = -2b, dan C =a2 + b2 - r2, 

maka BbAa
2

1

2

1 , −=−= dan 

CBACbar −+=−+= 2

4
12

4
122

 

Persamaan lingkaran menjadi 022 =++++ CByAxyx  

Persamaan ini disebut bentuk umum persamaan lingkaran yang 

berpusat di ( )BA
2
1

2
1 ,−−  dengan jari-jari CBAr −+= 2

4
12

4
1  . 

Bentuk umum persamaan 

lingkaran yang berpusat di 

( )BA
2
1

2
1 ,−−  dan jari-jari 

CBAr −+= 2

4
12

4
1 adalah 

022 =++++ CByAxyx . 

 

 

 

Catatan: 
Jika bentuk umum 
persamaan lingkaran 
adalah: 

,  

maka pusatnya (-A,- 
B) dan 

 

 



 
 

158 Pemecahan Masalah Matematika 

 

Posisi sembarang titik R(k,l) pada lingkaran dengan persamaan 

022 =++++ CByAxyx  adalah sebagai berikut. 

1. Jika titik R(k,l) terletak di dalam lingkaran, maka 

022 ++++ CBlAklk  

2. Jika titik R(k,l) terletak pada lingkaran, maka 

022 =++++ CBlAklk  

3. Jika titik R(k,l) terletak di luar lingkaran, maka 

022 ++++ CBlAklk  

 

Nilai CBlAklk ++++ 22 disebut kuasa titik R terhadap 

lingkaran dan dilambangkan K. Secara umum posisi titik R(k, l) 

terhadap lingkaran dengan menggunakan lambang kuasa K 

sebagai berikut. 

1. Jika titik R(k, l) terletak di dalam lingkaran, maka K < 0. 

2. Jika titik R(k, l) terletak pada lingkaran, maka K = 0. 

3. Jika titik R(k, l) terletak di luar lingkaran, maka K > 0. 

 

Tuliskan persamaan umum lingkaran yang 

berpusat di (-7, 3) dengan jari-jari 5! 

 
  
 
 
Prediksi:                     

332594953)7(

62,3

142,7 :Diketahui

222222 =−+=−+−=−+=

−=−==

=−=−=

rbaC

bBb

aAa

Ditanyakan: Persamaan umum lingkaran? 

Contoh 8 

Jawab 
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Rencanakan:               Cari C dengan rumus: C = a2 + b2 – r2 

Monitoring :             

332594953)7( 222222 =−+=−+−=−+= rbaC
 

Evaluasi:                  Jadi, persamaan umum lingkaran yang berpusat  

di (-7, 3) dengan jari-jari 5 adalah 

L  x2 + y2 + 14x - 6y + 33 = 0 

 

 

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran L x2 + y2- 4x + 6y - 3 = 0. 

 

 

 

Prediksi: Diketahui: 24
2

1 =−=−= AaA  

3

3,6
2
1

−=

−=−==

C

BbB
 

 

Rencanakan:           Cari pusat dengan cara M(a,b) atau M ( )BA
2
1

2
1 ,−−   

            
Cbar −+= 22  caradengan lingkaran  jari-Jari

 

atau  CBAr −+= 2

4
12

4
1  

Monitoring:             Dengan menggunakan rumus M ( )BA 2/1,2/1 −−   

pusat lingkaran adalah (2,-3). 

Contoh 9 

Jawab 
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4

394

)3()6(4/1)4(4/1

4/14/1lingkaran  jari-Jari

22

22

=

++=

−−+−=

−+=

r

CBAr

 

Evaluasi:                  Jadi, pusat L x2 + y2- 4x + 6y - 3 = 0 adalah (-2, 3) 

dan jari-jari 4. 

Cara lain: 

Pusat L x2 + y2- 4x + 6y - 3 = 0 adalah M(a,b) = (2,-3) 

            CBAr −+= 2

4
12

4
1  

            )3(6.)4( 2

4

12

4

1 −−+−=r  

            33616.
4

1

4

1 ++=r  = 16 = 4 

 

 

Apakah tempat kedudukan titik-titik yang memenuhi persamaan 

0440301010 22 =−+−+ yxyx merupakan lingkaran? 

 

 

Persamaan 0440301010 22 =−+−+ yxyx dapat 

disederhanakan menjadi 043
10
422 =−+−+ yxyx . Persamaan 

terakhir memenuhi bentuk umum persamaan lingkaran dengan 

4,3 =−= BA , dan 
10
4−=C . 

Jadi, tempat kedudukan titik-titik yang memenuhi persamaan di 

atas merupakan lingkaran. 

Contoh 10 

Jawab 
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Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (0, 4), (l, -1), dan 

(1, 3). 

 

 

Misalkan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik tersebut 

adalah 022 =++++ CByAxyx  . Kita akan tentukan A, B, dan 

C. 

(0,4) pada lingkaran, maka 04..040 22 =++++ CBA  

164 −=+ CB  . . . . (1) 

(1,-1) pada lingkaran, maka 0)1.(.1)1(1 22 =+−++−+ CBA  

2−=+− CBA  . . . . (2) 

(1,3) pada lingkaran, maka  03..131 22 =++++ CBA  

103 −=++ CBA  . . . . (3) 

Gunakan metode eliminasi pada persamaan (2) dan (3). 

−

−=

=−

−=++

−=+−

2

84

103

2

B

B

CBA

CBA

 

Subtitusikan B = -2 ke persamaan (1). 

Diperoleh 4(-2) + C = -16  C = -8. 

Subtitusikan B = -2 dan C = -8 ke 

persamaan (2). 

Diperoleh A-(-2) + (-8) = -2  A = 4. 

Jadi, persamaan lingkaran yang melalui (0, 4), (1, -1), dan (l, 3) 

adalah 082422 =−−++ yxyx . 

 

 

Jawab 

Contoh 11 

Ingat:  
 
Cara yang disajikan 
bukan satu-satunya 
cara untuk 
memperoleh 
persamaan 
lingkaran. Coba 
kamu tentukan 
caramu sendiri. 
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Diketahui persamaan lingkaran 0126422 =−−−+ yxyx .  

a. Tentukan nilai kuasa titik A(1, 2), B(6, 6), dan C(8, 2).  

b. Kemudian tentukan posisi titik A, B, dan C terhadap lingkaran. 

 

 

a. Titik A(l. 2), nilai kuasanya 

KA(1, 2) = (1)2 + (2)2 – 4.(1) – 6.(2) - 12 = -23  

Titik B(6. 6), nilai kuasanya 

KB(6, 6) = (6)2 + (6)2 - 4 - (6) – 6.(6) - 12 = 0 

Titik C(8. 2), nilai kuasanya 

KC(8, 2) = (8)2 + (2)2 – 4.(8) – 6.(2) - 12 = 12 

b. Berdasarkan hasil perhitungan di a: 

c. KA(l, 2) < 0, maka titik A(l, 2) terletak di dalam lingkaran.  

d. KB(6, 6) = 0, maka titik B(6, 6) terletak pada lingkaran.  

e. Kc(8, 2) > 0, maka titik C(8, 2) terletak di luar lingkaran. 

 

Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 

 

1. Bentuk umum persamaan lingkaran yang berpusat di 

( )BA
2

1

2

1 ,−−  dan jari-jari CBAr −+= 2

4
12

4
1 adalah 

022 =++++ CByAxyx . 

2. Posisi sembarang titik R(k,l) pada lingkaran dengan persamaan 

022 =++++ CByAxyx  adalah sebagai berikut. 

a.  Jika titik R(k,l) terletak di dalam lingkaran, maka 

022 ++++ CBlAklk  

b. Jika titik R(k,l) terletak pada lingkaran, maka 

022 =++++ CBlAklk  

Contoh 12 

Jawab 
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c. Jika titik R(k,l) terletak di luar lingkaran, maka 

022 ++++ CBlAklk  

3. Nilai CBlAklk ++++ 22 disebut kuasa titik R terhadap 

lingkaran dan dilambangkan K. Secara umum posisi titik R(k, l) 

terhadap lingkaran dengan menggunakan lambang kuasa K 

adalah sebagai berikut. 

a. Jika titik R(k, l) terletak di dalam lingkaran, maka K < 0. 

b. Jika titik R(k, l) terletak pada lingkaran, maka K = 0. 

c. Jika titik R(k, l) terletak di luar lingkaran, maka K > 0. 

 
Latihan 3 
 
1. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan 

berikut. 

a. x2 + y2 – 3x  + 4y – 11 = 0   

b. x2 + y2 - 4x – 6y – 12  = 0 

c. 2x2 + 2y2 - 28x - 10y - 140 = 0  

d. x2 + y2 – 36 = 0 

e. x2 + y2 – 2x – 4y = 0 

f. x2 - 8x + 6y + y2 + 9= 0 

2. Tuliskan (dalam bentuk umum) persamaan lingkaran yang 

berpusat di (2, -2) dengan r = 7. 

3. Tentukan p supaya lingkaran x2 + y2 - 2px + 6y + 49 = 0 

menyinggung sumbu X (Petunjuk : tentukan nilai r supaya 

lingkaran menyinggung sumbu X). 

4. Tentukan m supaya titik (-5, m) terletak pada lingkaran x2 + y2 

+ 2x - 5y - 21 = 0. 

5. Tentukan m supaya titik (-5, m) terletak pada lingkaran x2 + y2 

+ 2x - 5y - 21 = 0 
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6. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (1, 2), (2, 1), 

dan (l, 0). 

7. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (-3, 4) dan 

sepusat dengan lingkaran x2 + y2 + 8x - 4y - 1 = 0. 

8. Tentukan persamaan lingkaran yang menyinggung sumbu X 

dan sumbu Y, jika pusatnya terletak pada garis 5x - 4y = 3. 

9. Diketahui persamaan lingkaran x2 + y2 -  8x + 12y +36 = 0. 

a. Tentukan kuasa masing-masing titik A(l, 2), B(2, 4), C(4, -

2) dan D(5, 3).  

b. Kemudian tentukan posisi titik            A, B, C, d:an D 

terhadap lingkaran.  

c. Gambarlah persamaan lingkaran dan kedudukan titik 

kuasanya. 

 

1.6. Kedudukan  Garis Terhadap Suatu Lingkaran 

 

Setidaknya ada dua cara yang dapat digunakan untuk mengetahui 

bagaimana kedudukan garis terhadap suatu lingkaran. Garis dapat 

menyinggung lingkaran, memotong lingkaran di dua titik, atau 

bahkan tidak menyentuh lingkaran (di luar lingkaran). Cara 

pertama akan memanfaatkan konsep (rumus) jarak antara dua 

garis, sedangkan cara kedua akan lebih memanfaatkan 

pengetahuan kita tentang aljabar (khususnya fungsi kuadrat). 

Cara I 

Kita akan menentukan kedudukan garis g  ax + by + c = 0 terhadap 

lingkaran L dengan pusat M dan jari jari r = MP. 
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(1) Garis yang memotong lingkaran 

 

 

Perhatikan Gambar 4.5. Garis g  

ax + by + c = 0  memotong 

lingkaran yang berpusat di M 

dengan  

jari-jari MP jika MQ < MP. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) Garis yang menyinggung lingkaran 

 

 

Perhatikan Gambar 4.6. Garis g   

ax + by + c = 0  menyinggung 

lingkaran yang berpusat di M 

dengan jari-jari MP jika MQ = MP 

 

 

(3) Garis di luar lingkaran 

 

Perhatikan Gambar 4.7. Garis g  ax + by + c = 0 di luar lingkaran 

yang berpusat di M dengan jari-jari MP jika .MQ > MP. 

 

 

Ingat: 
 
Jarak antara titik  
pusat lingkaran M

 dengan 

sembarang garis  
 g  ax + by + c = 0 
adalah: 

d =  

 

g ax + by + c = 0   

g ax + by + c = 0   

      
      
 

P(x2,y2

) 

O 

M
(x 

Q(x1, y1 

X 

Y 
•

• r 

O 

      
      
 

P(xp,yp

) 
M
(x 

Q(x1, y1) 

X 

Y 

• r 
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jari-jari MP diperoleh dari 

persamaan lingkaran, 

sementara MQ diperoleh 

dengan menggunakan 

rumus jarak antara titik 

M(xl, yl) dengan garis 

g  ax + by + c = 0.  

 

 

 

Tentukan kedudukan garis g   3x - 4y + 5 = 0 terhadap lingkaran  

L  (x-3)2+(x-1)2=25.  

 

 

Prediksi:                           

 Diketahui: Lingkaran L berpusat di M(3, 1) dengan jari-jari r = 5.  

Misalkan garis g   px - qy + 5 = 0 

a = 3, b = 1,  p = 3, q= -4  dan c = 5     

Ditanyakan: Kedudukan garis g  

terhadap lingkaran L? 

 

 

 

 

Rencanakan:                      

Jarak antara pusat M(3,1) dan garis g dihitung dengan cara: 

                                                           
22 qp

cqbpa
d

+

++
=  

Monitoring:                        

Dengan menggunakan rumus  \, jarak antara pusat M(3, 1) 

 

Jawab 

g   3x - 4y + 5 = 0 

O(3, 1) 

5 
2 

      
      
 

P(xp,yp

) 
M
(x 

Q(x1, y1 

X 

Y 

• r 

•

O 

g  ax + by + c = 0 

 

Contoh 13 

(3,5) 
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dengan garis g adalah 
( )

2
43

51.43.3

22
=

−+

+−
=d    

 

Evaluasi:                            

Karena d < r, maka garis g memotong lingkaran L di dua titik. 

Perhatikan gambar di atas. 

Apakah ada cara lain? 

 

 

 

Cara II 

Kedudukan garis g   y = mx + n terhadap lingkaran  

L  x2 + y2 + Ax + By + C = 0 dapat kita ketahui dengan 

mensubstitusikan persamaan garis g ke lingkaran L. 

x2 + (mx + n)2 + Ax + B(mx + n) + C = 0 

x2 + m2x2 + 2mnx + n2 + Ax + Bmx + Bn + C = 0 

(1 + m2) x2 + (2mn + A + Bm) x + (n2 + Bn +C) = 0 

 

Persamaan terakhir adalah persamaan kuadrat dengan tiga 

kemungkinan diskriminan D. 

(1) D > 0, maka persamaan kuadrat mempunyai dua akar real, 

misalkan x1 dan x2. Jika xl dan x2 disubstitusikan ke persamaan 

garis g maka diperoleh yl dan y2 . Dengan demikian (xl,, yl) dan 

(x2,, y2) merupakan dua titik potong lingkaran L dengan garis 

g. 

 Jika D > 0, garis memotong lingkaran di dua titik. 

(2) D = 0, maka persamaan kuadrat mempunyai satu akar real, 

misalkan xl. Jika xl disubstitusikan ke persamaan garis g, maka 

diperoleh y1. Dengan demikian (xl, yl) satu-satunya titik potong 

Ingat: 
Diskriminan dari 
persamaan kuadrat 
ax2 + bx + c = 0 adalah 
D = b2 – 4ac 
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antara garis g dengan lingkaran L. Artinya garis g hanya 

menyinggung lingkaran L. 

 Jika D = 0, maka garis menyinggung lingkaran. 

(3) D < 0, maka persamaan kuadrat tidak memiliki solusi. Artinya 

garis g tidak berpotongan dengan lingkaran L. 

 Jika D < 0, maka garis di luar lingkaran. 

 

Jika kita perhatikan, cara II sedikit lebih panjang dari-cara I. Namun 

cara II mempunyai kelebihan, yaitu dapat sekaligus menentukan 

titik-titik di mana garis g dan lingkaran L berpotongan, atau 

bersinggungan, sementara cara I tidak bisa. 

 

 

 Tentukan titik potong garis y = 3x + 3 terhadap lingkaran dengan 

persamaan 32222 =−−+ yxyx . 

                                              

      

Prediksi:                       Diketahui: pusat M(1,1) 

Ditanyakan: Titik potong garis terhadap lingkaran? 

  

Rencanakan:                

Substitusikan persamaan garis 

y = 3x + 3 ke dalam persamaan 

lingkaran 

      

Monitoring:                 Diperoleh:  

( ) ( ) 3332233
22 =+−−++ xxxx x = 0  

09629189 22 =−−−+++ xxxxx  

01010 2 =+ xx  

 

Contoh 14 

 

Jawab 

M(1, 1) 
3 

(x1,y1

) 

(x2,y2) 
•  

•
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( ) 01 =+ xx  

 x1 = 0 atau x2 = -1                                                                                                                               

Untuk x1 = 0, diperoleh y1 = 3.  

Untuk x2 = -1, diperoleh y2 = 0. 

 

Evaluasi:                      Jadi, titik potong garis y = 3x + 3 dengan lingkaran    

                                     32222 =−−+ yxyx adalah (0, 3) dan (-1, 0) 

 

Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 

 

1. Kedudukan garis g  ax + by + c = 0 terhadap lingkaran L 

dengan pusat M dan jari jari r = MP adalah sebagai berikut. 

a. Garis g  ax + by + c = 0  memotong lingkaran yang 

berpusat di M dengan jari-jari r = MP jika  

MQ < MP (MQ adalah jarak pusat lingkaran dengan garis g). 

b. Garis g  ax + by + c = 0  menyinggung lingkaran yang 

berpusat di M dengan jari-jari r = MP jika  

MQ = MP (MQ adalah jarak pusat lingkaran dengan garis g). 

c. Garis g  ax + by + c = 0  di luar lingkaran yang berpusat di 

M dengan jari-jari r = MP jika  

MQ > MP (MQ adalah jarak pusat lingkaran dengan garis g). 

2. Kedudukan garis g   y = mx + n terhadap lingkaran L  x2 + y2 

+ Ax + By + C = 0 dapat kita ketahui dengan mensubstitusikan 

persamaan garis g ke lingkaran L, sehingga diperoleh bentuk 

persamaan kuadrat. Jika D adalah dikriminan persamaan 

kuadrat, maka kedududukan garis g terhadap lingkaran L 

adalah sebagai berikut. 

a. Jika D > 0, garis memotong lingkaran di dua titik . 

b. Jika D = 0, garis menyinggung lingkaran (memotong 

lingkaran di satu titik). Jika D < 0, garis di luar lingkaran. 
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Latihan 4 
1. Tentukan kedudukan garis terhadap lingkaran  berikut. 

a. 4=+ yxg  

 322 =+ yxL   

b. 0105 =−+ yxg  

    3164222 =−−−+ yyxyxL  

c.  6=+ yxg  

    ( ) ( ) 432
22

=−+− xxL  

2. Tentukan titik potong lingkaran 

12422 =−++ yxyxL  dengan  

a. sumbu X, c. garis y = x. 
b.   sumbu Y, 

3. Tunjukkan bahwa garis x + 9 = 0 menyinggung lingkaran  

8122 =+ yx  dan lingkaran 0153241022 =++++ yxyx . 

Tentukan pula koordinat titik-tiiik singgungnya. 
4. Misalkan garis -3x - y = 10 menyinggung lingkaran 

1022 =+ yx  di titik P dan menyinggung lingkaran 

0204822 =−+−+ yxyx dititik Q.  

Tentukan panjang garis PQ. 

5.   Sebuah liugkaran berpusat di kuadran  I.    Jari-jarinya r dan 

menyinggung sumbu Y di (0, 3). 

a. Tunjukkan bahwa persamaan lingkaran        tersebut adalah 

( ) ( ) 222
3 ryrx =−+− . 

b. Tentukan r, bila lingkaran itu melalui  

titik (2, 7). 

c. Tentukan persamaan lingkaran tersebut. 

d. Tentukan panjang tali busur lingkaran sepanjang sumbu X. 
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2.Persamaan Garis Singgung Lingkaran 
2.1 Garis singgung pada lingkaran yang berpusat di O(0,0) dengan 

jari-jari r 
 

Persamaan garis singgung di titik 

( )11, yx  dengan gradien 
1

1

y

x
m −=

adalah  

1yy −  = ( )1

1

1 xx
y

x
−−          

2

11 yyy −  = 
2

11 xxx +−           

11 xxyy +  = ryx =+ 2

1

2

1
2 

 
 

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran 1322 =+ yx  

di titik  (2,-3). 
  
 
 
 Prediksi:                       

Diketahui:  titik (2,-3)    x1 = 2, y1 = -3, terletak pada  L = 1322 =+ yx  

Ditanyakan: Persamaan garis singgung?   
 Rencanakan:                  
Rumus persamaan garis singgung lingkaran berpusat pada O(0,0) 

adalah 2

11 ryyxx =+  

Monitoring:                     
Persamaan garis singgung di titik (x1, y1) = (2, -3) pada lingkaran 

1322 =+ yx  adalah x(2) + y(-3) = 13 atau 2x - 3y = 13. 

Evaluasi:                         

Jadi persamaan garis singgung pada lingkaran 1322 =+ yx  di titik 

(2,-3) adalah 2x - 3y = 13. 

Ingat: 
Persamaan garis 
dengan gradien m 
dan melalui titik  (a, 
b) adalah 
 y - b = m(x-a) 

 

Jawab 

 

Contoh 15 
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2.2 Garis Singgung pada Lingkaran yang berpusat di M (a,b) dan 
jari-jari r 

Perhatikan Gambar 
4.9. Untuk  
menentukan 
persamaan garis 
singgung di titik 

( )11, yxP kita perlu 

menemukan gradien 
garis singgung di titik 

( )11, yxP . 

Misalkan gradien MP =

mpm , dan gradien garis 

singgung 
gsm . 

mpm = 
ax

by

−

−

1

1 , karena MP ⊥  garis singgung , maka 

mpm  . 
gsm   = -1 

ax

by

−

−

1

1 . gsm = -1 

gsm = -
by

ax

−

−

1

1  

Persamaan garis singgung di 

titik ( )11, yxP  dengan gradien  

-
by

ax

−

−

1

1 adalah   

1yy −  = -
by

ax

−

−

1

1  ( )1xx −           

( 1yy − ) ( )by −1 =- ( )( )11 xxax −−  

 

  0 
 

garis singggung 
(gs) 

A(a,b) 

X 

P(x1, 
y1) y1 - 

b 
x1 - a 

x1 a 

b 

y1 

Ingat: 

 = mgs  

Catatan: 
Bentuk persamaan garis 
singgung: 
1. Persamaan garis singgung 

di titik P(x1,y1) pada L 
berpusat di M(a,b) 

2. Persamaan garis singgung 
di titik P(x1,y1) pada L 
berpusat di M(a,b) dengan 
jari-jari r 

3. Persamaan garis singgung 
di titik P(x1,y1) pada L:  

. 
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Kita bisa memperoleh bentuk lain dari persamaan garis singgung di 
atas dengan sedikit uraian dan manipulasi sebagai berikut. 

      ( 1yy − ) ( )by −1  = - ( )( )axxx −− 11  

01

2

111

2

11 =+−−++−− axxaxxxbyybyyy .....   

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )
( )( ) ( )( ) 2

11

22

11

2

11

22

11

2

1

2

11

2

11

2

1

2

11

22

1

2

11

2

111

2

11

22

2

rbybyaxax

raaxaxxxbbybyyy

rxaxaaxxaxxxybybbyybyyy

rbyaxaxxaxxxbyybyyy

r

=−−+−−

=+−−++−−

=+−+−−++−++−−

=−+−++−−++−−
  

 

 

 

 

 

 

 

 

Bentuk lain dari persamaan garis singgung di titik ( )11, yxP  pada 

lingkaran yang berpusat di M(a, b) dengan jari-jari r dapat diperoleh 
dengan penguraian lebih lanjut sebagai berikut. 

 ( )( ) ( )( ) 2

11 rbybyaxax =−−+−−  
22

11

2

1 rbbybyyyaaxaxxx =+−−++−−  

( ) ( ) ( ) 0222

1111 =−+++−+−+ rbayybxxayyxx  

 
 

Persamaan garis singgung di titik  pada lingkaran yang 

berpusat di M(a, b) adalah ( )  = - . 

 

Persamaan garis singgung di titik 

 pada lingkaran yang 

berpusat di M(a, b) dengan jari-jari r 
adalah 

. 

 

Catatan: 
Jika a=0 dan b=0 
maka 
lingkarannya 
berpusat di O(0,0)  
dan jari-jari r dan 
persamaan garis 
singgungnya 
adalah 
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Rumus terakhir ini digunakan untuk menentukan garis singgung di 

titik ( )11, yx  pada lingkaran dengan persamaan 

022 =++++ CByAxyx . 

 
Jembatan keledai (mnemonik): 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
Tentukan persamaan garis singgung di titik (1, -2) pada lingkaran  

( ) ( ) 2531
22

=−+− yxL . 

 
 
 
 

 

Persamaan lingkaran  

 

  Persamaan garis singgung di titik  adalah    

 

Persamaan lingkaran  

  

  Persamaan garis singgung di titik adalah 

 

Contoh 16 
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Prediksi:          
Diketahui titik (x1, y1) = (1, -2) terletak pada lingkaran   

 ( ) ( ) 2531
22

=−+− yxL karena 

( ) ( ) 253211
22

=+−+− .  

                                r = 25,  pusat (a,b) = (1,-3) 
 
Ditanyakan: Persamaan garis singgung?  
 
Rencanakan:            Persamaan garis singgung dihitung dengan 

dengan rumus: ( )( ) ( )( ) 2

11 rbybyaxax =−−+−−  

 
Monitoring:              Dengan rumus 

( )( ) ( )( ) 2

11 rbybyaxax =−−+−−  diperoleh persamaan garis 

singgung di titik (1, -2)  adalah 
(x – 1)(1 – 1) + (y – 3)(-2 – 3) = 25 
          -5y + 15 = 25                
      y  = -2  
Evaluasi:                   
Jadi, persamaan garis singgungnya adalah y = -2.  
 
 
 
Tentukan persamaan garis singgung di titik (4, -1) pada lingkaran    

0454622 =−−++ yxyxL  

 
 
Prediksi:                
 Diketahui: titik  (x1, y1) = (4, -1) pada lingkaran 

0454622 =−−++ yxyxL karena 16 + 1 + 24 + 4 - 45= 0.  

Pusat (a,b) = (-3,2) dan C = -45 
Ditanyakan: Persamaan garis singgung? 
 

Jawab 

Contoh 17 

Jawab 
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Rencanakan:            
Persamaan garis singgung dihitung dengan rumus:   

                     ( ) 0
2

1
)(

2

1
.. 1111 =++++++ CyyBxxAyyxx  

 
Monitoring:              

Dengan rumus ( ) 0
2

1
)(

2

1
.. 1111 =++++++ CyyBxxAyyxx  diperoleh 

persamaan garis singgung (4)x + y(-1) + 3(x + 4) – 2(y - 1) – 45 = 0               
7x – 3y – 35  = 0 
 
Evaluasi:                 
Jadi, persamaan garis singgung di titik (4, -1) pada lingkaran  

          0454622 =−−++ yxyxL  adalah 7x - 3y - 31 = 0.   

 
 
Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 
 

1. Persamaan garis singgung di titik ( )11, yx  pada lingkaran 
222 ryx =+  adalah 2

11 ryyxx =+ . 

2. Persamaan garis singgung di titik ( )11, yxP  pada lingkaran 

yang berpusat di M(a, b) adalah ( 1yy − ) ( )by −1  = -

( )( )axxx −− 11 . 

3. Persamaan garis singgung di titik ( )11, yxP  pada lingkaran 

yang berpusat di M(a, b) dengan jari-jari r adalah 

( )( ) ( )( ) 2

11 rbybyaxax =−−+−− . 

4. Bentuk lain dari persamaan garis singgung di titik ( )11, yxP  

pada lingkaran yang berpusat di M(a, b) dengan jari-jari r 

adalah ( ) ( ) 0
2

1

2

1
1111 =++++++ CyyBxxAyyxx . 
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Latihan 5 

1. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran berikut. 

a. 822 =+ yx  di titik (2, 2). 

b. 0276422 =−−++ yxyx  di titik 

    (4, 1). 

c. ( ) ( ) 0276412
22

=−−+++− yxyx  di titik (4, -5). 

2.   Tentukan  persamaan garis singgung  lingkaran :  

a.  1022 =+ yx di titik yang berordinat 1. 

b. 076422 =−−++ yxyx  di titik yang  berabsis 2. 

c. ( ) ( ) 3414
22

=−++ yx  di titik yang berordinat 4. 

3.  Lingkaran L melalui titik (1, 2), (2, 1),  dan (1, 0). Tentukan 
persamaan garis singgung di titik (2, 1) pada lingkaran L. 

4. Lingkaran L berpusat di (3, -5) dengan jari-jari 5. Tentukan 
persamaan garis singgung pada lingkaran L di titik yang 
berordinat –1.  

5. Lingkaran L  berpusat di (-5, 6) dan menyinggung sumbu X. 
Tentukan persamaan garis singgung di titik yang berabsis 1. 

6. a. Tentukan titik potong garis y= 5x + 10   dengan lingkaran 

1644222 =−++ yxyx . 

 b. Tentukan persamaan garis-garis singgung di titik – titik 
potong tersebut. 

 c. Tentukan pula titik potong kedua garis     singgung 
tersebut. 

7. Tunjukkan bahwa titik P(-4, 1) terletak pada lingkaran 

01941022 =+−++ yxyx  dan tentukan persaman garis 

singgung di titik P. 
8. a. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran

06822 =+−+ yxyx  . Jelaskan mengapa lingkaran 

tersebut  melalui O(0, 0)? 
b. Selain melalui titik O(0, 0), lingkaran itu melalui titik A pada 

sumbu X. Tentukan koordinat A. 
c. Tentukan persamaan garis singgung di titik  O(0, 0) dan A. 
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d. Tentukan koordinat titik B yang merupakan titik potong 
kedua garis singgung tersebut dan tunjukkan bahwa 
OB=AB 

 
2.3. Garis Singgung Lingkaran dengan Gradien Tertentu 
 

Menentukan persamaan garis 
singgung yang bergradien m 
pada lingkaran L(M) adalah 
sama dengan mencari nilai c 
sehingga persamaan garis y = 
mx + c menyinggung lingkaran 
L. Jadi, secara teori, jika nilai c 
diperoleh, maka y = mx+ c 
adalah garis singgung pada 
lingkaran dengan gradien m. 
Kita tentukan nilai c sebagai 
berikut. 

Persamaan garis g   y = mx + c            ....(1) 
Persamaan 1ingkaran L    (x - a )2 + (y - b)2 = r2 ....(2) 

Subsitusikan (1) ke (2), diperoleh: 

            (x- a )2+((mx+c)-b)2=r2 

 x2-2 a x+a2+(mx+c)2-2b(mx+c)+b2-r2=0 

  x2-2 a x+a2+m2x2+2mcx+c2-2mbx-2bc+b2-r2=0 

 (l+m2)x2+(2mc-2a-2mb)x+(a2+b2+c2-2bc-r2)=0 . ... (3) 

Karena garis g menyinggung lingkaran L, maka diskriminan 

persamaan kuadrat (3) sama dengan nol. 

D = (2mc - 2mb - 2a )2 - 4(1 + m2)(a2 + b2 + c2 - 2bc - r2) = 0 

  4(m(c - b) - a)2 - 4(a2 + b2 + c2 - 2bc - r2 + m2a2 + m2b2 +    

      m2c2 - 2m2bc -m2r2) = 0 

 (m2c2 - 2m2bc + m2b2 - 2mac + 2mab + a2) - (a2 + b2 + c2 –  

     2bc - r2+ma2 + m2b2 + m2c2 - 2m2bc - m2r2) = 0 

 (-b-m2a2+2mab) + (-2mac-c2+ 2bc) + (r2+ m2r2)=0 

Ingat: 
Dikriminan PK: 
ax2 + bk + c = 0 
adalah  
D = b2 – 4ac 
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 r2 (1+m2 )= (b2+ m2a2-2mab) + (c2+ 2mab –2bc) 

 r2(1+m2) = (b-ma)2+ (c2+ 2mac – 2bc) 

 r2(1+ m2)= {(c-(b-ma)}2 

  )1( 22 mr + =c-(b-ma) 

 c = b-ma  r
21 m+  

 

Substitusikan c ke (1), maka y = mx + b - ma ± r 
21 m+  

                     y – b = m(x-a)  r
21 m+  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Tentukan persamaan garis singgung yang tegak lurus garis g   x - 3y-

6=0 pada lingkaran x2 + y2 = 25. 

 

 

Prediksi:          

Persamaan garis singgung 
bergradien m pada lingkaran L 
yang berpusat di (a, b) dan jari-jari r 
adaiah 

y – b = m(x - a)+ r  atau   

y - b= m(x - a)- r  

Catatan : 
Jika a=0 dan b=0 maka 
lingkaran L berpusat 
di O(0,0) dan jari-jari r, 
sehingga persamaan 
garis singgungnya 
adalah 

y = mx ± r . 

Contoh 18 

Jawab 
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Diketahui: lingkaran L   x2 + y2 = 25 berpusat di O(0,0) dan berjari-

jari   r = 5.  Garis g   x - 3y-6=0   gradien mg =  
3

1
 

Ditanyakan: Persamaan garis singgung? 

 

Rencanakan:            

Gradien garis singgung (mgs) yang tegak lurus pada garis lurus g, 

dihitung dengan rumus cara:  mgs= .
1

gm

−
   

Persamaan garis singgung dihitung dengan rumus:  

y = mx ± r
21 m+  

 

Monitoring:            

Dengan  rumus mgs= .
1

gm

−
  Karena mg =  

3

1
, maka  3

3

1

1
−=

−
=gsm  

Dengan rumus:   y = mx ± r
21 m+ , diperoleh 

                                   y = -3x ± 5 .105331 2 −=+ x  

Evaluasi:                

Jadi, persamaan garis singgung yang tegak lurus garis  

g   x - 3y-6=0 

pada lingkaran x2 + y2 = 25  adalah  

y = .1053 +− x     atau y = .1053 −− x  

 

 

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran  

x2 + y2 + 2x + 4y - 4 =0 yang membentuk sudut 600 terhadap sumbu X. 

 

Contoh 19 
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  Prediksi:      

Diketahui L   x2 + y2 + 2x + 4y - 4 =0,    

               A = 2 atau  a = -1, B = 4 atau b = -2, dan C = -4 

 Pusat:  (-1,-2), dan jari-jari )4(42 2

4
12

4
1 −−+=r   =  3 

Ditanyakan: Persamaan garis singgung? 

 

Rencanakan:         

Cari mgs  dengan  tan 600, dan persamaan garis singgung dengan  

                            y - b = m(x - a) ± r
21 m+  

Monitoring:           

Gradien garis singgung mgs = tan 600  = 3  

Persamaan garis singgung: y - b = m(x - a)±r
21 m+  

 y + 2 = 3 ± 3 31+  

 y = 3 x+( 3 -2) ±6 

Evaluasi:                 

Jadi persamaan garis singgung pada lingkaran  

 L   x2 + y2 + 2x + 4y – 4 =0, yang sejajar dengan garis   

5x – 12y +15 = 0 adalah:  y = 3 x+( 3 -2) + 6 atau   

y = 3 x+( 3 -2) -6 

 

Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 

 

1. Persamaan garis singgung bergradien m pada lingkaran L yang 

berpusat di (a, b) dan jari-jari r adalah y-b=m(x-a)+ r
21 m+  

atau  y-b=m(x-a)- r
21 m+  

Jawab 
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2. Persamaan garis singgung bergradien m pada lingkaran L yang 

berpusat di O(0,0) dan jari-jari r adalah y = mx ± r
21 m+ . 

 
Latihan 6 
 
1. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran: 

a.x2 + y2 = 10 dengan gradien -3. 

b.x2 + y2 = 25 yang membentuk sudut
6


dengan sumbu X positif. 

c.x2 - y2 = 9 yang sejajar dengan garis x+y+2=0. 

d.x2 + y2 = 16 yang tegak lurus garis  2x+y=3. 

2. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran: 

a.x2 + y2 - 2x + 4y - 4 = 0 yang sejajar garis 5x -12y + 15 = 0. 

b. x2+y2-4x-2y+4=0yang melalui pusat koordinat. 

c. x2+y2+4x+2y+4=0yang tegak lurus garis x+3y+6=0. 

d.x2 + y2 - 4x - 2y + 15 = 0 yang bersudut 
3


 dengan sumbu X 

positif. 

3. Diketahui lingkaran yang melalui titik (1,1), (2,4), dan (5, 3). 

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran L yang 

sejajar sumbu X. 

4. Diketahui persamaan lingkaran L jari 2 dar. sepusat dengan 

lingkaran x2 + y2 + 6x + 8=0. Tentukan persamaan garis singgung 

pada lingkaran L yang membentuk sudut 
4

3
 dengan sumbu 

X positif. 
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a. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (-2, 4) dan 

(7, 7). dan pusat terletak pada garis x + y = 7. 

b. Tentukan persamaan garis singgung di titik (7, 7) pada 

lingkaran itu.  

c. Tentukan persamaan garis sinbgung pada lingkaran yang 

sejajar dengan garisx-2y+1=0. 

6. a. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui   titik (-5, -6) dan 

(8a -4) dan pusatnya terletak pada sumbu X. 

b. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran tersebut 

yang tegak lurus garis 2x- y + 6 = 0. 

 

2.4. Garis Singgung dari Suatu Titik di Luar Lingkaran 

Perhatikan Gambar 4.11. Kita 
akan mencari garis yang 
menyinggung lingkanan L(M) 
dan melalui titik P(x1, yl) di 
luar lingkaran L(M). 
 

Misalkan persamaan garis 

singgung lingkaran yang 

melalui titik (xl, yl) adalah y – 

y1 = m(x - xl). Masalahnya 

sekarang adalah mencari nilai 

m yang memenuhi. 

Menentukan nilai m dapat kita lakukan dengan cara berikut.  

Persamaan garis singgung bergradien m pada lingkaran L yang 

berpusat di (a, b) dan jari-jari r adalah  

garis singgung 1 

  0 
 

•

X 

P(x1, 
y1) 

L 
Y •

•

M 

r 

garis singgung 2 
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     g  y-b = m(x-a) ± r
21 m+ . 

Titik P(xl, yl) dilalui oleh garis g, maka 

yl -b = m(x1-a)± r
21 m+  

 (y1-b)-(m(x1-a) = )± r
21 m+  

 ((y1-b) –m(x1-a))2=()± r
21 m+ )2 

 (y1-b)2+ m2(x1-a)2-2(y1-b)(x1-a) m =r2+ r2m2 

 ((x1-a)2-r2)m2-2(y1-b)(x1-a)m +((y1-b)2-r2)=0  ….. .(1) 

Persamaan terakhir ini adalah persamaan kuadrat dengan variabel 

m. Akar-akar   persamaan kuadrat (1) adalah:   

))((2

))(()((4)()(2))((2
22

1

22

1

22

1

2

1

2

1

2

11

rax

rbyraxaxbyaxby
m

−−

−−−−−−−−−
=  


))(

)()(2))((
22

1

22

1

2

1

2

11

rax

raxbyaxby
m

−−

−−+−−−
=  

Dengan mensubstitusikan nilai m ke persamaan y – y1 = m(x - xl), 

maka kita memperoleh persaman garis singgung lingkaran yang 

melalui titik (x1, y1). 

 
 
 
 
 
 

Selain cara di atas, masih ada beberapa cara yang lain untuk 
menyelesaikan masalah ini, silahkan mencoba! 
 
 
Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 = 1 yang 
melalui titik (0,2). 

 

Persamaan garis singgung lingkaran dengan pusat (a, b), jari-
jari r dan melalui titik (xl, yl) adalah y - yl = m(x - xl), dengan 

 

Contoh 20 
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Prediksi:                       
Diketahui: Lingkaran x2 + y2 = 1  
Pusat (0,0),  melalui titik (x, y) = (0,2) 
Ditanyakan: Persamaan garis singgung? 
 
Rencanakan:            
Hitung gradien garis singgung pada lingkaran berpusat di (a, b) 
dengan jari- jari r dan melalu titik (xl, yl) dengan rumus 

22

1

22

1

2

1

2

11 2

rax

raxbyaxby
m

−−

−−+−−−
=

)(

)()())((
 

Hitung persamaan garis singgung dengan rumus:  
y - b = )( axm −  

Monitoring:              
Dengna rumus di atas diperoleh   

22

222

1)00(

1)00()02(41)00)(02(

−−

−−+−−−
=m   

dan    y - 2 = )( 03 − x  

         y =2 3x  

 
Evaluasi:             
Jadi, persamaan garis singgung pada lingkaran x2+y2=1 yang melalui 

(0,2) adalah y = 3x+ + 2  atau  y = 3x−  + 2 

 
Cara lain:            
Misalkan garis yang melalui titik (0,2) menyinggung lingkaran di 
titik (x1,y1), maka garis singgung pada lingkaran di titik (x1, y1) 
adalah 
xx1 + yy1 = r2 = 1. karena titik (0,2) dilalui garis singgung lingkaran, 

maka 0.x1 +2. y1=1  y1=
2

1
 

Karena (x1,y1) terletak pada lingkaran maka berlaku x1
2 + y1

2=1. 

Jawab 
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y1=
2

1
  x2

1 +(
2

1
) 2 =1 

x1
2 =1-

4

3

4

1
=   

x1= 3
2

1
  

Sehingga ( 3
2

1
,
2

1
) dan (- 3

2

1
,
2

1
) adalah titik singgung pada 

lingkaran yang garis singgungnya melalui titik (0, 2). 
Jadi, persamaan garis singgung pada lingkaran yang melalui titik 
(0, 2) adalah 

3
2

1
x + 1

2

1
=y atau - 3

2

1
x + 1

2

1
=y  

23 +−= xy atau y = 23 +x  

  
Perhatikan bahwa cara 2 sekaligus menemukan titik singgungnya 
pada lingkaran. 

Cara lain:          

Persamaan garis singgung dengan gradien m yang meIalui (0, 2) 
adalah y=mx+ 2. 
Persamaan garis singgung pada lingkaran x2 + y2 = l, dengan gradien 

m adalah y = mx ± 
21 m+  

mx + 2   = mx ± 
21 m+  

2 = ± 
21 m+  

4 = 1 + m
2

 

m 2  = 3  m = ± 3  

Jadi, persamaan garis singgung dengan gradien m = ± 3  pada 

Lingkaran  x2 + y2 = l adalah y = ± x3 + 2 
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Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x - 2)2+ (y - 2)2=1 
yang malalui titik O(0,0) 

 
 
 

 Prediksi:                    
Diketahui: Pusat lingkaran (2,2) dengan r = 1. 
Ditanyakan: Persamaan garis singgung? 
 
 Rencanakan:              
Gradien garis singgungnya dihitung dengan rumus  
                                

22

1

22

1

2

1

2

11 2

rax

raxbyaxby
m

−−

−−+−−−
=

)(

)()())((
 

Persamaan garis singgungnya dihitung dengan rumus:  
y – b = m (x – a) 
 
Monitoring:              
Gradien garis singgungnya diperoleh 

22

222

1)20(

1)20()20(1)20)(20(

−−

−−+−−−
=m  

      = 
3

74 
= 7

3

1

3

4
  

Persamaan garis singgungnya diperoleh 

y - 0 = )0(7
3

1

3

4
−








 x atau  y = .7

3

1

3

4
x








  

Evaluasi:                   

Jadi persamaan garis singgung lingkaran (x - 2)2+ (y - 2)2=1 yang 

malalui titik (0,0) adalah  

Contoh 21 

Jawab 
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y = .7
3

1

3

4
x








+      atau   y = .7

3

1

3

4
x








−  

Cara lain dapat dicoba sendiri! 

 
Rangkuman (Kerangka Garis Besar) 
 
1. Persamaan garis singgung lingkaran dengan pusat (a, b), jari-

jari r dan melalui titik (x1 , y1 ) adalah  
y – y1 = m(x – x1 ), dengan 

22

1

22

1

2

1

2

11 2

rax

raxbyaxby
m

−−

−−+−−−
=

)(

)()())((
. 

2. Cara lain mencari persamaan garis singgung lingkaran dengan 
pusat (a, b), jari-jari r dan melalui titik (x1 , y1 ) adalah dengan 
terlebih dahulu mencari titik singgungnya kemudian 
menggunakan rumus persamaan garis singgung lingkaran 
yang berpusat di (a,b) dan jari-jari r di titik singgung. 
 

3. Cara lainnya lagi mencari persamaan garis singgung lingkaran 

dengan pusat (a, b), jari-jari r dan melalui titik (x1 , y1 ) adalah 

dengan terlebih dahulu mencari gradien garis singgungnya 

(m) kemudian menggunakan rumus persamaan garis 

singgung dengan gradien m pada lingkaran yang berpusat di 

(a,b) dan jari-jari r. 

 

Latihan 7 

1. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran: 
a. x2+y2=9 yang melalui titik (0,5) 
b. x2+y2=10 yang melalui titik (-3,2) 
c. x2+y2=1 yang melalui titik (0,2) 
d. x2+y2=25 yang melalui titik (7,1) 
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2. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran: 
a. x2+y2-2x –4y+4 =0 yang melalui titik (0,-4) 
b. x2+y2-20y+60 =0 yang melalui titik (-3,-1) 
c. x2+y2-8x-4y +4 =0 yang melalui titik (-3,4) 
d. x2+y2+4x-8y = 20 yang melalui titik (-1,-3) 
 

3. Tentukan titik –titik singgung garis singgung pada no. 1. 
 
4. Tentukan titik-titik singgung garis singgung pada no.2 
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